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Lesondessontomniprésenteset leurpropagationestun desphénomèneslespluscourantsde
lanature.Le jet d’unepierredansuneeaucalmeproduitla propagationd’ondescirculairesàlasur-
facedel’eau.Lestremblementsdeterreenvoientdesondessismiques.Lessonset la lumièresont
desphénomènesondulatoires.Lesondessontutiliséesdansla vie detouslesjourspourcommuni-
quer(radio,téléphone����� ), sonderdifférentsmilieux et récupérerdesinformations(radar, sonar,
radiographie����� ). Ellesn’apparaissentpasseulementànotreéchelle,ellessontaussiprésentesen
astronomie(diversrayonnementsprovenantd’étoiles,degalaxies,etautresobjets)ou dansle do-
mainemésoscopiqueet microscopique(ondesquantiques).En outre,ellessontsupposéesexister
égalementencosmologie(ondesgravitationnelles).La mécaniquequantiquetraite les particules
commedesondes; ainsi les électronsdansles métauxsontdécritspardesondeset la conducti-
vité résultede la propagationde cesondes.Mais les ondessepropagentrarementlibrement.La
plupartdesmilieux qu’elles traversentcomportentdesobstacles,desinhomogénéités.Alors, le
phénomènedediffusion Ð prendplace.Uneondepeutêtrediffuséesoit defaçonélastique,soit de
façoninélastique.Lorsd’unediffusionélastique,l’énergie (la fréquence)del’ondeestconservée,
seulesadirectionde propagationestchangée,alorsqu’uneondediffuséeinélastiquementverra
sonénergie et sonimpulsionaltérées.

Dansla suitedecetravail, nousnousintéresseronsuniquementà la diffusionélastique.Nous
laisseronsdecôtéla diffusioninélastiquebienqu’ellesoit toujoursprésentedanslessystèmesphy-
siquesréelset contribue à la destructionde la cohérencede l’onde, empêchantainsi l’apparition
d’interférences.Différentsphénomènessurviennentsi l’ondediffusefaiblementou fortement,ra-
rementou souvent,surun ensembled’obstaclesréguliersou non.Si le milieu quetraversel’onde
estpeudense,celle-ci subirapeude collisions et seralégèrementperturbée.Au contraire,une
fortedensitédepotentielsengendrerala diffusionmultiple.L’ondesubitalorsplusieurscollisions
avant de sortir du milieu. Définissonstout de suiteun paramètreimportantpour caractériserles
différentsrégimesdepropagationpossibles: le libre parcoursmoyenélastique,noté ¿ . Le libre par-
coursmoyenreprésentela distancemoyenneentredeuxcollisionssuccessives.L’adjectif élastique
signifiequeseulela diffusionélastiqueestconsidérée.Cettedistancecaractéristiquedu système
permetdeséparerdifférentsrégimesdanslesquelsl’onde nesecomportepasdu tout dela même
façon.

Lorsquela tailledusystèmeestinférieureaulibreparcoursmoyenetquela longueurd’ondede
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la particuleesttrèspetitedevantcelui-ci,le régimedepropagationestdit balistique.Lesparticules
traversentle systèmeensubissantauplusunecollision.L’expériencedeRutherford,qui consistait
à bombarderunefeuille d’or à l’aide deprotonspourmesurerla sectionefficacedesatomesd’or,
sesituait dansce régime[67]. Ce régimepermetde bien étudierla diffusion sur un seulcentre
diffuseur, puisquechaqueparticuletraversantle systèmenerencontreessentiellementqu’un seul
centre.

Lorsquela taille ½ du systèmedevient supérieureau libre parcoursmoyen ¿ , il estindispen-
sablede tenir comptede la possibilitéqu’a la particulede diffuserplusieursfois. Le régimede
propagationestdit diffusif quandla longueurd’onde 9 esttrèsinférieureaulibre parcoursmoyen
élastique, 9;:Á¿<:Á½=:Í½ ¤*>? ��½A@�B-C<�
½ ¤*>? est la longueurd’absorption(pour la lumière),et ½A@�B-C est la longueurde cohérence(pour
l’électron).Cesdeuxlongueursreprésententla distancesurlaquelleonpeutconsidérerquela dif-
fusionesttoujoursélastique(la longueurdecohérencedel’électronétantla longueursurlaquelle
la phasede la fonctiond’onden’est pasaffectéepar le milieu). Dansce régime,le type de sys-
tèmeconsidéré(ordonnéou désordonné)devient alorsimportant.Lorsqueles centresdiffuseurs
formentun réseauordonnéinfini, il apparaîtdesbandesd’énergie pour lesquellesla propagation
desondesestpermise,et d’autresbandespour lesquelleselle est interdite.Seulesles ondesdé-
critespar les fonctionsdeBloch (ondesplanesmoduléesde façonpériodiqueayantleur énergie
dansla bandepermise[50]) peuvent sepropager. Lorsquel’ensembledescentresdiffuseursne
présenteaucunordreparticulier, la descriptionmacroscopiquede la diffusiondesondessefait à
l’aide del’équationdediffusion D EF 6(GW�IH{;N�KJ0L F 6(GW�IH{;Ó�
J estle coefficient de diffusion.Cetteéquationdediffusion,décrivant l’évolution de l’intensité
diffusée,a l’inconvénientdenedécrirequela propagationd’une intensitémoyenne.Elle neper-
metpasderendrecomptedestaveluresobservéeslorsdela diffusiond’uneondedansunsystème
désordonné.Cestaveluressontunensembledetachesbrillantesetsombresduesauxinterférences
constructives et destructives de l’onde, donnantla distribution spatialede l’intensité transmise
pourun systèmedésordonnéparticulier. Pourles réseauxordonnés,cestaveluressontrégulières
et leurétudeparla cristallographiepermetdeconnaîtrelescaractéristiquesdu cristal.

Le problèmedediffusiond’ondesdanslesmilieux désordonnésseposaitdéjàauxastrophysi-
ciensdudébut duvingtièmesiècle(voir [18]) qui cherchaientàdécrirela propagationdela lumière
enprovenancedesétoileslointainesà traverslesnuagesdepoussièresinterstellaires.La descrip-
tion de cettepropagationest donnéepar la théoriedu transfertradiatif. Cettethéorieestbasée
sur l’équationdeSchwarzchild-Milne,qui estuneéquationdu typeéquationdeBoltzmannpour
l’intensitédiffusée[89]. Cettethéoriedécrit correctementle régimediffusif, qui estévidemment
le régimele plus intéressantpour les astrophysicienspuisquela longueurd’ondede la lumière
esttrèsinférieureau libre parcoursmoyen,celui-ci étantinversementproportionnelà la densité
d’obstaclesdansl’approximationdeBoltzmann.Cetteapprochenégligelesinterférencespuisque
leséquationsn’utilisentpasl’amplitudedel’onde,maissonintensité.

Le calculdela conductivité desmétauxpar l’équationdeBoltzmannutilise uneapprochedu
mêmetype(voir [75]). La théoriedesbandesdonneuneconductivité infinie danslesmétauxpar-
faitsdécritspardesréseauxparfaitementordonnés.La valeurfinie dela conductivité desmétaux
réelsest retrouvéesi l’on tient comptede la diffusion desélectronssur desimpuretés.La des-
cription de la diffusion desondesde Bloch sur cesimpuretéspar uneéquationde transportde
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Boltzmannconduità l’expressiondela conductivité
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où h estla densitéd’électrons,M la chargede l’électron, ¡ samasseet O Q le tempsmoyenentre
deuxchangementsde directionde l’onde. Le tempsde relaxationde transportORQ esten général
plusgrandquele tempsO entredeuxcollisions(unecollision peutnepaschangerla directionde
l’onde). Le tempsdecollision O estrelié au libre parcours moyenélastiquepar O���¡ ¿å¾TS<� , �
étantle nombred’onde.La distancecaractéristique¿ Q associéeà O Q estle libre parcours moyen
de transport. Dansle casde la diffusion isotrope,les deuxtypesde libre parcoursmoyen sont
identiques.L’approchepar l’équationdeBoltzmannsupposeunedensitédediffuseurstrèsfaible
(pour conserver les ondesde Bloch) et la descriptionde l’électron,entreles collisions,par une
particuleclassique.Bien queles collisionspuissentêtretraitéesparun calcul quantique,la des-
criptionclassiquedel’électronrevientàdécrirela propagationdel’intensitédela fonctiond’onde
et nondesonamplitude.Uneapprochecomplètementmicroscopiquedela théoriedela diffusion
contenanttousleseffetsd’interférencerestaitàélaborer. La revuedevanRossumetNieuwenhui-
zen[91] résumeetcomparecesdifférentesapprochesavecl’approchemicroscopiqueutilisantdes
diffuseursponctuels.

Unedespremièresapprochesthéoriquespourétudierla diffusionmultiple quantiquedefaçon
microscopiqueremonteaux travaux de Foldy [36] qui tented’évaluer l’intensité moyennede la
fonctiond’ondeà partir del’équationdeSchrödinger. Vient ensuiteunesériedepapierspourre-
trouver la conductivité à partir deséquationsmicroscopiques[51, 27]. À partir de l’équationde
Schrödinger, Edwardsretrouve l’expressiondela conductivité obtenueclassiquementpar l’équa-
tion de Boltzmann.Il montreen particulierqu’il estnécessairede resommerunecertaineclasse
dediagrammes,appelésdiagrammesenéchelle(ladderdiagrams), poury arriver.

Une approcheplus formelle estdonnéepar le développementde la matricede diffusion U
du systèmesousla forme d’une sérieinfinie d’opérateursde diffusion, égalementappelésma-
trices 4 [98]. NousverronsplustardquecettematriceU décrittoutela diffusionmultiple.Il existe
égalementuneautrematrice,notéeV , décrivant la diffusionetvérifiantla relation

V^�XW Ç 7�U �
V estunitaireet analytiquedansl’énergie. La différenceentre V et U estquela matrice V prend
en comptela possibilitéquel’onde traversele milieu sansinteragir. La matrice U , au contraire,
necontientquela partiediffuséedel’onde. L’utilisation de la sériedeWatsonpour lessystèmes
désordonnésaconduitàl’ApproximationduPotentielCohérent(CPA), introduiteparLax [58, 59],
repriseparSovenetTaylor[82, 84], puisgénéraliséeparVelický [93]. Cetteapproximationestune
approximationdemilieu effectif revenantà dire qu’enmoyenneil n’y a pasdediffusion: le pro-
pagateurdel’électronestremplacéparun propagateurrenormalisédécrivant la propagationdans
un milieu effectif homogènesansdiffuseur. Ce milieu effectif représentele milieu obtenuaprès
avoir fait la moyennesur le désordredu système.Alors quedansun systèmedésordonnél’onde
subitdescollisionssur lesdiffuseursindividuelsqui font décroîtresonamplitudedefaçonexpo-
nentielle,ellenesubitaucunecollisiondansle milieu effectif maissonamplitudepossèdetoujours
la décroissanceexponentiellepour rendrecomptede l’existencede diffusions.Autrementdit, la
matricede diffusion U estcalculéerelativementà ce milieu effectif. En moyenne,elle estnulle
car le propagateurrenormalisécontientdéjàla diffusion. La fonction de corrélationmoyenneà
deuxpointsestdonctriviale. Mais les fonctionsdecorrélationd’ordressupérieursne le sontpas
car la moyenned’un produitde matrice U n’estpasnul. L’insertiondu propagateurrenormalisé
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dansl’équationdeBethe-Salpeterpermetderetrouver la conductivité. (Cetteéquationestl’équi-
valentdel’équationdeDysonpour le produitdepropagateurs— voir [65]. Elle permetle calcul
desfonctionsdecorrélationà 4 pointsparunesériedeperturbation).Cependant,cetteapproche
n’estplussuffisantelorsquela longueurd’ondes’approchedela taille desdiffuseurs.Deplus,elle
ignorelescorrélationsspatialesentrelesdiffuseurs,maisutilisenéanmoinsla matrice4 qui estpar
définitionassociéeàunpotentieldetaille finie.

L’utilisation depotentielsponctuelspermetd’éviter cegenred’incohérenceet simplifie gran-
dementlescalculs.De plus,le choix du potentielponctuels’imposesi l’on veutun potentielqui
soitenmêmetempslocal (i.e. unesimplefonctiondela position)et séparable.Malheureusement,
cetteapproximationne peutêtrevalablequesi la longueurd’ondede la particuleincidenteest
trèsgrandedevant la portéedu potentiel,c.-à-d.si la particulene voit pasles détailsdu poten-
tiel. La diffusion estpar conséquentessentiellementisotrope.Le potentielponctuelestde plus
trèssingulieret engendred’autresproblèmescommel’utilisation d’opérateursn’appartenantpas
à l’espacedeHilbert [21, 92] et la nécessitéd’introduiredescoupurespouréviter l’apparitionde
divergences(commeparexempledansle casdesinteractionsàdeuxcorps).Parailleurs,bienqu’il
vérifie l’unitarité de la matrice V , le modèlede potentielsponctuelsne vérifie pasla relationde
dispersiondeKramers-Kronig[71] et,parconséquent,viole la causalité.Cetterelationdedisper-
sionrelie la partieréelledela matrice4 àsapartieimaginaire[46]. Elle découledel’analyticitéde
la matrice V qui, elle-même,découleduprincipedecausalité[72]. Enfin,la comparaisonavecdes
potentielsdetypesphèresduresmontrequel’interprétationphysiquedecespotentielsponctuels
n’estpassi aisée: partantd’un hamiltoniendécrivantuneinteractionponctuelle

Y ��Ç'L �
Z[
z�\ �<]

^ 6(GLÇ`_ z ;Ó�
il apparaîtquela a a constantedecouplageb b ] correspondantàunesphèredures’écrit

] ��Ç �
±�c�� à3 dimensionset ] �ed�f

�
¨Tc à2 dimensions.

Le signepositif (négatif)de ] ne permetpasnécessairementde dire si le potentielest répulsif
(attractif)[31]. Seulela comparaisonavecun potentielrésonnantconduitàunevaleurpositive de

] . Celasignifiequelesmodèlesavecuneconstante]=g � décriventdespotentielsrésonants.

L’application de la méthodedesdéphasagesà la sériede Watsonpermetde retrouver par
ailleursla théoriedesbandes[64] et de faire le lien avec l’approcheKKR [53, 52] dessystèmes
réguliers.Cetteapprochedécrit de façonrigoureusela diffusion dansles systèmescomposésde
potentielsdetaille finie. Lescentresdiffuseursdetaille finie sontprisencompteparle déphasage
qu’ils produisentsur l’onde diffusée.La matricedediffusiondu systèmeV peutêtredirectement
reliéeà la sériedeWatsonU par la relation V&�hWõÇ#7�U . Cetteapprochea étéensuitelargement
employéedansle domainedu chaospourlessystèmesà deuxdimensions(voir [103]) et plusré-
cemmentà trois dimensions[41]. Danscecontexte, la méthodeKKR a étéétendueà la diffusion
sur 5 disquespourdifférentesconditionsauborddesdisques[22]. Mais cetteapproches’estes-
sentiellementconcentréesurlesrésonancesdediffusiondansdessystèmesavecquelquescentres
diffuseursayantuneconfigurationbienprécise[37, 23].

D’un autrecôté,en 1958,Anderson[8] introduit un modèledanslequel les électronssont
situéssur desorbitalesatomiques.Les atomesdu systèmesontplacéssur les sitesd’un réseau
régulierou nonet l’électronpeutsedéplacerdesiteensiteen a a sautantb b d’un atomeà un autre.
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Le désordren’estpasnécessairementspatial,maisénergétique: chaquefonctiond’ondeélectro-
niqueestlocaliséesurunsiteetpossèdeuneénergiealéatoire.Lorsquecetteénergieestsuffisante,
l’électronpeutsautersurunautresite.Andersonétudiela convergenced’unesériedeperturbation
pourl’énergiepropredesélectronslocaliséssurdessites.Tantquela sérieconverge,lesétatsélec-
troniquesrestentlocalisés,maispour certainsintervallesd’énergie, la sériediverge indiquantla
possibilitéd’étatsélectroniquesétendus(i.e. pouvantsepropager).À partir decemodèle,Ander-
sonmontrequ’il existeunetransitionentrelesétatsétendus(métal)et lesétatslocalisés(isolant)
engendréeparla présencededésordre.L’approcheestici différentedel’approcheparla diffusion
d’Edwardspourdeuxraisons.La premièreestquele systèmepossèdeundésordredanslesniveaux
d’énergie et passeulementspatial.La deuxièmedifférencerésidedansle fait qu’Andersondécrit
le transportdesélectronsen partantd’étatslocalisés(orbitales)et non desétatsétendus(ondes
planes)dela théoriedela diffusion.CependantAndersons’inspireduformalismedeWatsonpour
éliminerlesdivergencesduesàdesdiffusionsinterdites(retourdel’ondesurun mêmediffuseur).
Cetarticleserviraderéférencepourparlerdetransitionmétal-isolantoudetransitionlocalisation-
délocalisationengendréeparle désordre,d’ailleursappeléetransitiond’Anderson.Cemodèleest
reprisdefaçonplusdétailléedansun séminairedesHouchesparShalgiet Imry [79].

Poursuivantlestravauxd’Edwards,LangeretNeal[57] montrentqu’undéveloppementpertur-
batif enfonctiondela densitéd’impuretés(i.e. depotentielsdiffuseurs)desquantitésdetransport
aboutità desproblèmesdedivergenceslogarithmiquespourla classedesdiagrammesmaximale-
mentcroisés(maximallycrosseddiagrams), indiquantl’échecdudéveloppementdu viriel.

En 1973, la théoried’Andersonest repriseet développéepar Abou-Chacraet al. [1] pour
conduireàunethéorieauto-cohérente.Danscetteapprochequi diffèreunpeudel’approcheorigi-
naled’Anderson,le développementdel’énergie propreestarrêtéaupremierordre,maisesttraité
defaçoncohérente.La théorieestd’ailleursdéveloppéedefaçonexactepourun réseaudeBethe
(aussiconnusousle nomd’arbredeCayley). Dansun tel réseau,chaquesitepossèdeun nombre
� devoisinssur lesquelspeutsedéplacerl’électron,maisla trajectoired’un électronnepeutja-
maisfairede boucle.Une revuede Thouless[85] reprendlesdifférentesapprochespour décrire
lessystèmesélectroniquesdésordonnésàcetteépoque.

L’année1979est,après1958,unedeuxièmedateimportantedansla théoriede la localisa-
tion. Abrahamset al. [2] étudientla conductancecommeune fonction de la taille du système.
Utilisant lesexpressionsdonnéesparlesdéveloppementsperturbatifsdanslesrégimeslocaliséet
métallique,ils montrentà l’aide d’unethéoried’échelleàun paramètre(la conductance)quetous
lesétatsélectroniquessontlocaliséslorsquela dimensiond’espaceestinférieureou égaleà deux.
Cecisetraduitparl’absencedezérodela fonction j dontnousreparleronsauchapitre7.Cetteap-
prochephénoménologiques’inspired’uneidéedeThouless[62, 26] qui notequela conductance
estle seulparamètredépendantdela taille du système.

Toujoursà l’aide d’un développementdiagrammatique,Vollhardt et Wölfle [95, 96] déve-
loppent,dansl’esprit du travail d’Edwards,uneapprocheauto-cohérentedu calculdela fonction
de corrélationà quatrepoints,directementreliéeau coefficient de diffusion. Le calcul desdia-
grammesmaximalementcroisésdeLangeret Neal fait apparaîtredesdivergencesinfrarougesen
dimensionkml ¨ au niveaude la fonction de vertex irréductibleet non au niveaude l’énergie
propre,commec’était le casdansle modèled’Anderson.Cesdivergencessontici le signede la
localisationalorsqueles divergencesdansla séried’Andersonsontl’indication d’étatsétendus.
Un traitementauto-cohérentdecesdivergencesa permisdecalculerunelongueurdelocalisation
finie endimensionknlK¨ .

Les correctionsà la théoriede Boltzmannengendréespar les effets d’interférenceont fait
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l’objet de nombreusesexpériences[15], en particulier à deux dimensions(les correctionsà la
résistancesontplus facilementmesurablesdansles systèmesbidimensionnels).Cesexpériences
de localisationfaible, appeléesainsicar le désordretendà localiserl’électron,sesontlongtemps
concentréessur les systèmesélectroniquesjusqu’àcequ’on réalisequecephénomènen’est pas
purementquantique,maisondulatoire.Ainsi, touslestypesd’ondessontsensiblesàla localisation
faible.Un deseffets les plus remarquablesestcelui de rétrodiffusion cohérente(coherent back-
scattering). La rétrodiffusion cohérenteestcommesonnoml’indique unediffusiondansle sens
opposéà la directionincidente.Enpratique,onobserve unpic d’intensitédontla largeurestreliée
au libre parcoursmoyen [5]. L’étudede ce pic estdoncun moyen de mesurerle libre parcours
moyen. Ce phénomènede rétrodiffusion s’explique par le fait que la partiede l’onde diffusant
sur plusieursimpuretésinterfèrede façonconstructive avec la partiede l’onde ayantdiffusésur
lesmêmesimpuretésmaisdansle sensinverse.Lesdeuxcheminsparcourusparcetteondesont
symétriquespar rapportau renversementdu temps(leur contribution estdonnéeen théoriepar
les diagrammesmaximalementcroisés).La brisurede cettesymétrie(en appliquantun champ
magnétiquepar exemple)empêcheles interférenceset diminue ou détruit ainsi la localisation
faible.

Autour de1985,desexpériencessur l’effet de rétrodiffusion cohérentede la lumièreont été
menéesdefaçonapprofondieetontconfirmél’existencedecescorrectionsàla diffusionclassique
[87, 88, 104]. Cesexpériencesont étéstimuléespar l’effet delocalisationfaibledanslesmétaux
désordonnés,mais il sembleque les deux effets ne soientpascomplètementidentiques[40] ;
d’autresdiagrammessansanaloguessemi-classiquesjouentun rôle importantdansla localisation
faibledessystèmesquantiques.

Au-delàdecescorrectionsdelocalisationfaible,il existeunetransitionentrele régimeconduc-
teuret le régimeisolantcommel’a montréAnderson.Cettetransitionlocalisation-délocalisation
fut miseenévidencepourla premièrefois pourla lumièreparWiersmaet al. [101].

Plusrécemment,l’étudedynamiquede la rétrodiffusion cohérentea étéfaitepourdesondes
acoustiquesdansun systèmedésordonnéàdeuxdimensions[86].

Encequi concernelesélectrons,la diffusionsurlesimpuretésestle phénomènele plusimpor-
tantà bassetempérature,l’interactionaveclesphononsdépendantdela température.En général,
la densitéd’électronsestsuffisammentélevéepourécranterl’interactiondeCoulombetpermettre
dela négliger.

Les différentesthéoriesde perturbationélaborées[61] ne pouvant pasdécrirecorrectement
la transitionmétal-isolant,il a fallu développerune nouvelle approche.Cettetransitionmétal-
isolanta suscitébeaucoupde travaux,notammentavecdestechniquesde théoriedeschampsau
début desannées80.Lesélectronssansinteractiony sontdécritsparunethéorieeffective sousla
formed’un modèlesigmanonlinéaire[99, 76]. La moyennesurle désordregeléo (donnéparune
distributiongaussienne)nécessitel’introductionderépliquesreprésentantplusieursconfigurations
possiblesdu système.L’intégrationgaussiennesurle désordresefait simplementet conduitàune
théorieeffective où lesétatsélectroniquesindividuelssontremplacéspardeschampscomposites
matriciels.La théorieproposéeparWegner[99] traitelesélectronssansinteractionpardeschamps
bosoniqueset retrouve l’absencede conductivité à deuxdimensionspréditepar Abrahamset al.
[2]. Cependant,l’introduction desrépliquesnécessiteun prolongementanalytiqueassezcontre-
intuitif. Pourobtenirla moyenned’ensembledel’énergie libre p � d�f ` àpartirdela fonctionde
partition ` du système,le logarithmede ` estremplacépar
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L’évaluationdela moyennedel’énergie libre consisteàcalculerla moyennede ` s , où l’exposant
h représenteh copiesdu système.La moyennede ` s induit un couplageentreles différentes
copiesdusystème,via destermesd’interactiondansl’action du type{ Q a 6}|��IH; { a 6}|��IH; { Q-~ 6}|��IH-�®; { ~ 6}|��IH-� ;Ó�
où
{

estle champassociéà l’électronet ] et j sontles indicesderéplique(i.e. desnumérosde
copie).Physiquement,la moyennesur le désordreintroduit une interactionentreélectronsspa-
tialementponctuelle,mais non localeen temps: l’électron qui interagit avec un potentielpeut
influencerun autreélectronqui interagitsur le mêmepotentiel(mêmeposition)à un instantdif-
férent.Cependant,le prolongementanalytiqueh�À � n’a pasd’interprétationphysique.De plus,
il n’est pastoujourspossiblede démontrerla validité de cetteprocédure[94, 106]. Cettedes-
cription de théoriedeschampsa étéreformuléeen termede champsfermioniques(variablesde
Grassmann)àl’aide d’uneapprochesupersymétriquepermettantd’éviter la méthodedesrépliques
[30, 29]). L’interactiondeCoulombpriseencomptedansun formalismegénéralisantl’approche
deWegneret l’utilisation du groupederenormalisationconduisentà l’obtentiond’unerésistance
finie pour lessystèmesdésordonnésà deuxdimensions[33, 34, 35]. Cependant,cerégimeappa-
remmentmétalliqueà deuxdimensionsn’a pasététrèsreconnucar il apparaîtdansunerégion
où la validité de la théoriepeutêtreremiseenquestion,et surtoutil estencontradictionavec la
plupartdesexpériencesde l’époqueet la théoriede la localisation[2]. Le modèledéveloppépar
Finkel’shtĕın estreprisparBelitz et Kirkpatrick [10, 11]. Cesmodèleş nonlinéairessontbasés
sur l’apparition de modesde Goldstonedueà unebrisurespontanéede symétrie.Cesmodesde
Goldstonecorrespondentaux modesde propagation(modesà longueportée)et n’apparaissent
qu’endimensionk g ¨ (saufdansle casdeFinkel’shtĕın où l’interactiondeCoulombprovoque
unebrisuredesymétrie).

En1994,uneexpériencesurdessystèmesélectroniquesdesilicium àdeuxdimensionsamon-
tré un comportementmétalliqueinattendu[54], confirméplusieursfois par la suite[55, 74] (voir
égalementles référencesdans[3]). Cettedélocalisationdesétatsélectroniquesest interprétée
commeétantune transitionde phasequantique(transitionde phaseà températurenulle), mais
n’a pasencoretrouvéde justificationthéoriquebiendéfinie.Il semblequel’interaction deCou-
lomb joue un grandrôle danscettetransition,puisquecelle-ci dépendde la densitéd’électrons.
Pourdesvaleursde la densitéd’électronssupérieuresà la densitécritique h @>| �ª��� �{� cm� Ä , il
apparaîtun régimedanslequellesélectronsont uneforte mobilité.À detellesdensités,l’énergie
d’interactionentreélectronsesttrèsgrandedevantl’énergie cinétique.

~'���Á~'���
Si la densitéaugmenteencore,le régimeisolantréapparaît: l’interaction deCoulombestécran-
téeet l’énergiecinétiqueredevientdominante.La théoriedela localisationpourdesélectronssans
interactionreprendalorssesdroits.À desdensitésplusfaiblesque h @>| , le systèmeestisolant.L’in-
teractionentreélectronsestsi forte qu’ils formentun cristal appelécristal de Wigner [12]. Une
nouvelle théoried’échelleprenanten compteles interactionsentreélectronsestapparue[24] et
préditquelesmétauxdésordonnésàdeuxdimensionssontdesmétauxparfaits, maiscertainement
pasdécritspar la théoriedesliquidesde Fermi. D’autresscénariiont étéproposésprivilégiant
plutôtunetransitionsupraconducteur-isolant [73, 38]. Enfin,d’autresauteurspensentquelesdon-
néesexpérimentalesactuellesnesuffisentpasà prouver l’existenced’unevéritabletransitionde
phasequantique,maisqu’ellesindiquentplutôtuncrossover entredeuxcomportementsdifférents
apparaissantàunetempératurenonnulle [7].
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Le travail présentsedécomposeendeuxpartiespouvantselire indépendamment.La première

partietraitedessystèmesdésordonnéssansinteractiondansle régimediffusif. La deuxièmepar-
tie présentede nouveauxoutils pour traiter le désordreet les interactionsentreélectrons.Elle
constitueunepremièreétapeendirectionde la transitiond’Andersonavec interaction(transition
d’Anderson-Mott[48]).

La premièrepartiea pour but de décrirela diffusion multiple d’ondesplanesdansun sys-
tèmecomposéde sphèresduresde taille finie répartiesde façonaléatoire.Le formalismeutilisé
estcelui de la sériede Watson[98] à deuxou trois dimensions.Il esttout à fait généralet per-
met de décrire,souscertainesconditions,aussibien les ondesacoustiques,électromagnétiques,
hydrodynamiques,quantiques(électrons,phonons,����� ).

Nouschoisissonsici un modèlephysiqueaussisimplequepossiblepourdécrirela diffusion
multipletoutenconservantunetaille finie pourlespotentiels.La descriptionparuneondescalaire
estchoisiepoursasimplicité: les autrestypesd’ondes(vectorielles,spinorielles����� ) apportent
descomplicationssupplémentairesqui neserontpasabordéesici. Le potentieldetypesphèredure
estchoisi pour soninterprétationphysiquesimple.Ce type de potentielpossèdeunetaille finie
qui permetd’éviter les problèmesposéspar l’approximationdespotentielsponctuels.De plus,
la matrice � associéeà une sphèredureest analytiqueet unitaire.La matrice 4 vérifie donc le
principede causalité,conséquencede l’analyticité de � , et le théorèmeoptique,conséquencede
l’unitarité de � . L’étudeestfaitepour lessphèresdures,c’est-à-direpourun potentielinfini, mais
la généralisationauxpotentielsdetypepuitsoubarrièresdetaille finie estimmédiate.Unesphère
dureestégalementun potentielsingulieren ce sensquesavaleurest infinie à l’intérieur de la
sphère.Cet infini ôtetoutestructureinterneaudiffuseur: la fonctiond’ondenepeutpaspénétrer
dansle potentiel.

Dansla fonctiondecorrélationà uneparticule(propagateur),l’ingrédientdebaseestla ma-
trice 4 . Dansle casdessphèresdures,il n’estpaspossibledetravailler directementavecle poten-
tiel qui estinfini. Cettematrice4 estbienconnuedansla littératuretraitantdela diffusion[67] et
estégalementutiliséedansle cadredela diffusiondanslessystèmesdésordonnés[65]. Elle entre
dansl’énergie propredu propagateurdèsle premierordreen densitéde diffuseurs.Cependant,
commenouspourronsle voir, cettematrice 4 n’estpassimplementdonnéeparl’expressionhabi-
tuellementobtenuepourla diffusionsurunseulpotentiel[67, 25] maispossèdeunedépendanceet
enénergie et enimpulsion.Cettematrice 4 esteneffet horscouched’énergie (off-shell). Lorsque
l’énergie proprepossèdeunedépendanceen impulsion,celasignifie que l’électron a a voit b b les
détailsdu potentielqu’il rencontre[81, p. 67]. Un potentielponctueln’a pasd’extensionspatiale
pardéfinitionetparconséquent,l’énergie propretrouvéepourcetypedepotentielnepossèdepas
dedépendanceenimpulsion.Hormislesautresproblèmesd’interprétationet deréalitédu poten-
tiel ponctuel,cettecaractéristiquedela matrice4 montrequela connaissancedela matrice4 hors
couchepermetd’avoir uneconnaissanceplus profondesur le système.Nousverronsquel’exis-
tenced’unematrice 4 horscoucheestintimementliée au fait quela taille desdiffuseursestnon
nulle.

La premièrepartiede cettethèsecontientdoncuneapprochenouvelle de la diffusion mul-
tiple encesensqu’elle traitedefaçonaussirigoureusequepossiblelesmatricesdetransitionhors
couched’énergie.À notreconnaissance,cetaspectn’a jamaisététraitédansle contexte dela dif-
fusionmultiple.Différentsauteurs[64, 105, 9] ont constatél’apparitiondematrice4 horscouche
d’énergie lorsquel’approcheestperturbative, maisleurchoix aétédecontournerle problèmepar
la méthodedesdéphasagesetdespotentielsdetype a a muffin-tin b b (potentielsàsymétriesphérique)
oudenégligerceseffets.

Nouscommençonsdansun premierchapitrepar rappelerquelquesnotionsde théoriede la
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diffusionet redérivonsrapidementla fonctiondecorrélationmoyenneà uneparticuledu système
desphèresdures.Le libre parcoursmoyenélastiqueestensuiteextrait decettefonctiondecorré-
lation.Nousmontronscependantquecetteprocédurenégligel’existencedematrice4 horscouche
d’énergie et négligeégalementl’existencedecorrélationsspatialesentrelesdiffuseursdueà leur
taille finie. Le chapitre2 estconcernépar l’évaluationdela matrice 4 horscouched’énergie. Il y
estmontréquel’utilisation decettematrice 4 nepeutpasavoir lieu sanstenir comptedu volume
exclu (engendrépar le fait quelescentresdiffuseursneserecouvrentpas).Il estalorspréférable
decalculerla fonctiondecorrélationàuneparticulepouruneconfigurationdusystèmedonnéeet
de ne prendrela moyennequ’ensuite.Cettefonction de corrélationestévaluéeà l’aide desma-
trices 4 horscouchedansle chapitre3. La moyennesur le désordreestfaitedansle chapitre4 et
permetd’évaluerdescorrectionsdu2eordreendensitéà l’énergie propredupropagateur, condui-
santà descorrectionsaulibre parcoursmoyenélastique.Cescorrectionscontiennentleseffetsde
la matrice4 horscouched’énergie, duvolumeexclu et desdiffusionsrépétéessurdeuxpotentiels
(diffusionsmultiple à deuxcorps).Le résultatestnouveaupour despotentielsde taille finie. Il
existe un résultatconcernantles correctionsà deuxcorpsobtenupar l’approchedesdiffuseurs
ponctuels[92]. Maisdanscecasparticulier, ni effetshorscouche,ni volumeexclu nesontprisen
compte.Il estmontréd’ailleursdanscechapitrequeleseffetshorscoucheet leseffetsdevolume
exclu sontintrinsèquementreliés.Leseffetshorscouchesontd’autantplusimportantsquela den-
sitéde diffuseursestforte [9], maisl’approcheperturbative ne nouspermetpasdeconsidérerle
casd’uneforte densité.

Commenousl’avonsvu lors de la présentationde la matrice U , la sériede Watsonmèneà
deuxdomainesde la physiqueassezdistincts,à savoir la physiquedessystèmesdésordonnéset
celledu chaosavec lesbillardsquantiques.Dansle premiercas,la taille despotentielsestnégli-
géeetconduità l’utilisation despotentielsponctuels.Dansle deuxièmecas,la taille despotentiels
estimportantepuisquegrandedevant la longueurd’onde,maislesétudesseconcentrentsurdes
configurationsbien particulièresde billards. Faisantle lien entrenotreapprocheet la formula-
tion KKR à deuxdimensionsau chapitre5, nousutilisons les expressionsexactesde diffusion
surdesdisquesdurspourcalculernumériquementdiversesquantitésphysiques.La formematri-
cielledel’approcheKKR seprêtebienàcetteétudenumérique.Plutôtquedenousintéresseraux
résonancesde diffusion de quelquesdiffuseursrépartisselonunegéométriedonnée,nouschoi-
sissonsd’utiliser cetteapprochepourétudierla diffusionmultiple danslessystèmesdésordonnés
contenantun grandnombredecentresdiffuseurs.L’avantagedecetteapprochenumériqueestde
contenirles expressionsexactesde toutela diffusion multiple et de permettreainsi de compen-
ser les faiblessesde l’approcheperturbative. Étant donnéque le programmecalculela matrice
de diffusion exactedu système,il permetd’étudier toutesles quantitésphysiquesintéressantes.
Aprèsavoir vérifié la validité du programmenumérique,nousl’appliquonsaucalculde la fonc-
tion d’ondeet dela sectionefficacedediffusiond’un électrondanslessystèmesdésordonnésde
disquesdurs.

La deuxièmepartiedecettethèseestconsacréeaudéveloppementdenouvellesapprochespour
la descriptiondessystèmesdésordonnéset desinteractionsentreélectronsen termesdethéories
deschampseffectives.Jusqu’ici,lesseulsmodèlesdethéoriedeschampsdécrivantla propagation
desélectronsdansles systèmesdésordonnéssontdesmodèleş non linéaires.Il y a deux in-
convénientsintrinsèquesà cesmodèlesquenoussouhaitonséliminer. Le premierestl’utilisation
desrépliqueset le secondest l’utilisation de champscompositesbi-locaux.La volontéd’éviter
le formalismedesrépliquesestrattachéeà la volontéd’utiliser uneprocédureplusnaturellepour
effectuerla moyenned’ensemble.Il existedéjàquelquesalternativescommel’approchesupersy-
métrique[29] et le formalismede Keldysh[44, 17, 47] pour éviter l’emploi desrépliques,mais
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celles-ciutilisenttoujoursuneformulationdechampscompositesbi-locaux.Unethéorieeffective
necontenantquedeschampslocauxestpréférablecarlestechniquesdethéoriedeschampsy sont
spécialementadaptées,alorsqu’il n’existepasdethéoriedeschampsnonlocalerigoureuse.Une
approchephénoménologiquea récemmentétédéveloppée[20], danslaquellel’interactionnonlo-
caleentempsengendréepar le désordreconduità unesolutiondu col nontriviale.Cettesolution
brise la symétriede translationselonl’axe du tempsimaginaireet uneconductivité estgénérée
par lesmodesdeGoldstoneassociésà cettebrisuredesymétrie.Cetteapprocheeffective fournit
un mécanismepour généreruneconductivité dansles systèmesfortementdésordonnés.L’exis-
tencedela transitionreposesurcertainesrelationsentrelesdifférentesconstantesdecouplagequi
dépendentde paramètresphysiques(énergie de Fermi desélectrons,densitéd’impuretés,etc).Il
convient devérifier, à l’aide d’unethéoriemicroscopiquedécrivant la dépendancedesconstantes
decouplagedanslesparamètresphysiques,quecesrelationssontpossiblesetpourquellesvaleurs
desparamètresphysiquesellesle sont.

Le chapitre6 estconsacréà l’élaborationd’unenouvelle façond’obtenirdesmoyennesd’en-
semblesurle désordre.Nousy modélisonslesimpuretéspardesparticulesfermioniquesstatiques
etnonparunpotentielaléatoireayantunedistribution gaussienne.Cesimpuretéssontrépartiesde
façonaléatoiresur lessitesd’un réseauet la moyenned’ensembleestfaitepar intégrationfonc-
tionnellesur les champsd’impuretésen imposantla contrainted’une densitéd’impuretéscons-
tante.La statistiquedeFermiéliminenaturellementlesconfigurationsoùdeuximpuretéssontsur
le mêmesite.Elle joue un peule mêmerôle queles potentielsde taille finie dont nousparlons
dansla premièrepartiede la thèse.Les impuretéssontchoisiesavec unemasseinfinie pour les
rendrestatiques.Cechoix éliminel’énergie cinétiquedela particule,maisrendégalementla sur-
facedeFermitrèssingulière.Pourcetteraison,noustravaillonsdansl’ensemblecanoniqueplutôt
quedansl’ensemblegrand-canonique.Nousmontronspar un développementperturbatifquece
modèlepeutêtrerapprochédecelui d’Edwards[27] et qu’il permetparconséquentdedécrirela
localisationd’Anderson[96]. Ce chapitres’arrêtesur cettecorrespondanceet remetà plus tard
unedescriptionnonperturbative du phénomènedelocalisation.

Cetteapprocheen termesdechampsd’impuretésremplit le doublerôle d’éviter l’utilisation
desrépliqueset d’êtreunethéorielocaleaussibien en espacequ’en temps.Elle ouvrela voie à
uneutilisationdeméthodesnonperturbativescommele groupederenormalisation.Enparticulier,
elledevrait s’intégrerdansl’implémentationdugroupederenormalisationtel qu’il estdécritdans
le chapitresuivantpouraboutiràunethéoriedécrivant lesélectronseninteractionenprésencede
désordre.

Le chapitre7 appliqueunenouvelle approchedu groupederenormalisationauxsystèmesfer-
mioniquesnonrelativistes.Cetteapprochen’a étéutiliséejusqu’ici quedansle cadred’unethéorie
à un champscalairerelativiste [6]. D’une façongénérale,le groupederenormalisationconstitue
un cadregénéralpour l’étude destransitionset sonutilisation souscettenouvelle forme devrait
permettredemieuxcomprendrela transitionmétal-isolantà 2 dimensionsdécriteprécédemment.
Cependant,avantdel’appliquerauxélectronseninteractiondanslessystèmesdésordonnés,il est
préférabledevoir sonapplicationà un systèmeplussimple.Le systèmechoisiestcelui d’un gaz
d’électronsen interactionen l’absenced’impuretés; le désordreprésenteen effet unedifficulté
supplémentairedueà la nécessitédefaireunemoyenned’ensemblesurtouteslesconfigurations.
Cechapitrelaissedoncdecôtéle désordreetnetraitequedesinteractionsentreélectrons.

La particularitéde la statistiquedesfermionsest d’interdire la possibilitéde trouver deux
fermionsdansle mêmeétat.Dansl’espacedesimpulsions,elle conduità donneruneimpulsion
différentepour chaqueélectron.Il apparaîtainsi la notion de surfacede Fermi qui décrit la sur-

�



facedansl’espacedesimpulsionssouslaquellechaqueétatd’impulsiondonnéecorrespondà un
électron.Cettesurfacepeutavoir diversesformes[50] selonlescontraintesextérieures(imposées
parex. parun réseaud’atomes).En général,cettesurfaceestchoisiesphérique(casdesélectrons
libres), mais elle soulève néanmoinsquelquesdifficultés dansle traitementde l’interaction de
Coulombpar le groupederenormalisation[13, 80]. En effet, l’approchepar le groupederenor-
malisationconsisteà éliminersuccessivementlesmodesd’impulsionélevée(modesultraviolets)
pourneretenirquelesmodesprochesdefaiblesimpulsion(�QÀ � ) décrivant le comportementà
longuedistancedu système[102]. Dansle casdessystèmesà densitéfinie d’électrons,lesmodes
de longueportéesontceuxprochesde la surfacedeFermi (la conductivité esteffectivementen-
gendréeparlesélectronsayantleur impulsionau-dessusetprochedela surfacedeFermi).Cesont
cesmodesqui doiventêtreconservéslors de l’implémentationdu groupederenormalisation.La
difficulté résidedansle fait quecesmodessontencoreinfiniment nombreuxpuisqu’ils forment
unesurfaceetnonun point.

L’originalité del’approcheconsisteàdériverdeséquationsdugroupederenormalisationpour
lesélectronseninteractionenfonctiond’un paramètre� indépendantdela coupuresurl’impul-
sion.L’éliminationdesmodesn’estpluseffectuéedansl’espacedesimpulsions,maisestcontrôlée
parceparamètre� qui estchoisidefaçonàéliminerlesfluctuationsquantiqueslorsque� ��� .
Lavariationinfinitésimalede � vers0permetderenormaliserle hamiltoniendusystème.Lorsque� � � , on obtient un hamiltonieneffectif décrivant le système.Le potentielde Coulombest
modélisépar un champde photons,permettantd’avoir desinteractionslocales.Cetteméthode
de renormalisationpermetd’obtenir un ensembled’équationsdifférentiellescoupléesdécrivant
l’évolution desdifférentesconstantesde couplageprésentesdansle hamiltonienen fonction du
paramètre� . L’approximationà uneboucle[60] permetderetrouver leséquationsbienconnues
dela théoriedesperturbations(RandomPhaseApproximation) [32]. La résolutionnumériquede
ceséquationsdifférentiellescoupléeset la recherchedepointsfixessort du cadredecettethèse.
Cependant,lesrésultatstrouvéssontencourageantsetoffrentunenouvelleapprochedugroupede
renormalisationpourl’étudedessystèmesdefermionscorrélés.
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Les opérateurset les vecteurssontnotésà l’aide de caractèresgras.Par exemple, G est un

vecteurà deuxou à trois dimensionset sonmoduleestnoté ª¬« s G�s . Les notationsde Dirac en
brasetketssontutiliséespourla descriptiondesétatsquantiques.

 ¦ø�'®Ù�������*¦Ù�§�
Lesdifférentesnormalisationssontchoisiesparconventiondela façonsuivante.

p(G.s ÈÖvN� �¯ ° M z�±�² �
p(G�s G � v�� ^ 6(G Ç`G � ;Ó� ¹�)d¼
prÈ�s È2�®v�� ^ ±�³ ±Zb2« 6>¨TcÖ; x° ^ 6rÈ�Ç&È2�®;Ó�

où
° « ½ x est le volume spatialen dimension k et

^ ±�³ ±Zb est le symbolede Kronecker, sans
dimension,alorsque

^ 6rÈ Ç]È � ; estla distribution deDiracqui estdimensionnée.Detempsàautre,
le symboledeKronecker seraemployé pourallégerlesécritures.

: diffuseur : potentiel v 

: matrice t(E)  : propagateur libre G0(E,k) 
k

 :     G0(E,k′) .
 <k′ | ti(E)
  |k > .
 G0(E,k) 

 i 

 k  k′ 
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LesrelationsdefermeturesontalorsÒ
k�G�s GYvep(G�s@���Y�°

6>¨TcÖ; x
Ò
kWÈ�s ÈÖveprÈ�sW���8« [ ± s ÈÖveprÈ�s � ¹>,3¼

Le signe Ó ± esthabituellementutilisépourdessommationsdiscrètesmaisserautilisé ici dansle
casdu continuumafin desimplifier lesexpressions.Il aurabiensûr le sensd’une intégrationsur
uncontinuumd’étatsdevecteurd’onde È .

�ÕÔ¼Öw×���ÙØõ�©§wÖÙ�/§ø� �Ú§S���©Û$Ü§���
Nousprésentonsdansla figure1 lesquelquesrèglesessentiellespourcomprendrela diagram-

matiquequenousutilisonsdanscettepremièrepartiedela thèse.
Le propagateurlibre estdiagonaldansla basedesondesplanesetestdonnépar

prÈ�sÞÝ¬ßÇàâá� 6r~õ;�s È2�:v�� ^ ±�³ ±db �
~ Ç&~'ãG��7�ä « 6>¨TcÖ; x° ^ 6rÈ Ç&È2� ; �

~ Ç ~'ãG��7-ä � ¹>03¼
L’énergie physiqueseratoujoursnotée~��ÙS Ä � Ä ¾Y¨X¡ .
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Danscechapitreintroductif,nousrappelonsbrièvementquelquesnotionsélémentairesconcer-

nantla diffusionquantique.Nousprésentonsenpremierlieu la diffusionsurun centre,casdans
lequel l’opérateurde diffusion 4 s’introduit de façonnaturelle.L’opérateur4 , appeléaussima-
trice 4 par abus de langage,est unequantitéessentiellede la diffusion puisqu’il entredansle
calculde la sectionefficace.Il constitueégalementl’ingrédientdebasedansla descriptionde la
diffusionmultiple qui estabordéeparla méthodedela sériedeWatson.Cettesériefait intervenir
touteslesséquencesde diffusionpossiblesen termesdeproduitsd’élémentsde matrice 4 . Nous
rappelonsla façondontla moyenned’ensembledu propagateurdel’électronestprisedansle cas
depotentielsconsidérésponctuels,sanscorrélations.Cettemoyenned’ensembledu propagateur
fait intervenir la moyennede la sériede Watson,dont unecertaineclassede séquencesde dif-
fusion est resomméde façongéométrique.L’écriture du propagateurmoyen dansl’espaceréel
montreunedécroissanceexponentiellede celui-ci et permetd’obtenir le libre parcoursmoyen
élastiquedu système.Nousdiscutonsensuitela façond’aller plusloin enincluantlesexpressions
exactesdesélémentsdematrice4 pourdespotentielsdetaille finie.����� � ���������wÿ����	��� ÿ��������¼ÿ�����! "�#$"%#$" &('*)�+-,.'0/21435+76%198:'$35+7;<>=@?BA.CEDGFIHJFKH5CEL-M2NOCEP�Q

La diffusiond’uneondescalaireparun potentiel R estdécritepar l’équationdeSchrödinger
stationnaire[67]. SUT V!WYX[Z]\_^a`cbdfehgai R%j T V�X7kml�T V!WnXpo ¹rq/ºsqd¼
Dansle casdela diffusionmultiple qui nousconcerneraplusloin, le choix d’un potentieldetype
sphèredureprésentel’avantage,par rapportaux autrestypesde potentiels,d’être sansstructure
interne.Le potentieldesphèredureestdécritparl’opérateurR local (i.e. tvuOw T R T u X[kyx�z u|{r} z u ^ uOwE{ )
avec x�z u|{ k�~ in� si

T u T��h��
si

T u T@�h��o ¹rq/º��3¼�
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Le fait que

x�z u|{ prenneunevaleurinfinie dansle potentielcontraintla fonctiond’ondeàêtrenulle
dansce potentiel(unevaleur non nulle de la fonction d’onde ferait apparaîtredesdivergences
danstouteslesquantitésphysiquescar R T V�X seraitinfini). L’ondenepénètrepasdansle potentiel
etn’estdoncpasconcernéeparsastructureinterne.

La fonctiond’ondeendimension¬ , s’écritcommela sommed’uneondeplane(solutionlibre)
etd’uneondediffuséesortante(sphériqueen ¬ km etcylindriqueen ¬ k d ).® ¯ V!W�z u|{ ^:^�^f°±�²n³µ´¥¶ W�· i¹¸ zvº wE» º { ´ ¶�¼ ±½c¾À¿�Á%Â_ÃEÄ b » ¹rq/º�03¼
où
º w est le vecteurd’ondediffusédansla direction u [81, p. 97]. La racinedu volumesertà

normaliserla fonction d’ondeet vient de la conventionchoisieen (1). L’approximationla plus
simple est l’approximationde Born qui ne considèreque le premier termedu développement
perturbatifdel’amplitudedediffusion ¸ zvº w » º { [67, chap.XIX]. Celle-ciestalorsdonnéeparla
transforméedeFourier Åx du potentiel.¸ zvº w » º {7Æ ^ e ¯d.Ç ` b Åx�zvº w ^Èº { o ¹rq/º ÉW¼
Cetteapproximationnepeutêtrevalablequesi la contribution dupotentield’interactionR esttrès
faibledevantl’énergiecinétique.Nousverronsplustardquecetteapproximationn’estabsolument
passuffisantepourobtenirle libre parcoursmoyenélastiqued’un systèmecomportantunnombre
arbitrairementgrandde diffuseurs.Une telle approximationn’estévidemmentpasapplicableau
casd’unesphèredure,puisquele potentielestinfini.

Le problèmedediffusionsurunpotentielàsymétriesphériqueestexactementsoluble.À trois
dimensions,l’écrituredulaplacienencoordonnéessphériquespermetderésoudrel’équation(1.1)
en séparantla partie radialeet la partie angulaire.Les fonctionsde BesselsphériquesÊBË et de
Hankel sphériquesÌ ¾ªÍ%ÃË , solutionsdel’équationdeSchrödingerradiale,permettentl’écrituredela
fonctiond’ondeenuneséried’ondespartielles(ondesdemomentangulairedéfini).® ¯ V!W¨z u.{ k Í ³Î Ë�Ï�Ð z d.Ñ iÓÒ {ÕÔJË zvÖ�×:ØOz�Ùº » u|{�{_Ú Ë¥Û ÊBË zvÜ ½ { ^(Ý ËEÌ ¾ªÍ%ÃË zvÜ ½ {ÕÞ »
où
º

est le vecteurd’onde incidentd’énergie
l�k ßáàbrâ Ü b . Les fonctions ÊBË et Ì ¾ªÍ%ÃË sontdéfi-

niesdansl’annexe A, ainsi quela décompositiondu polynômede LegendreÔJË en harmoniques
sphériques.La fonction Ì ¾ªÍ%ÃË estla solutiondel’équationdeSchrödingerradialecorrespondantà
uneondesphériquesortante.La conditionau bord (annulationde la fonctiond’ondesur le bord
du potentieldesphèredure- conditiondeDirichlet) permetdedéterminerlescoefficients

Ý Ë . La
solutiondel’équation(1.1)dansle casd’unesphèredures’écrit® ¯ V!W�z u|{ k Í ³Î Ë�Ï�Ð z d.Ñ imÒ {ÕÔ9Ë zvÖ�×:Øfz�Ùº » u|{�{_Ú Ë Û ÊãË zvÜ ½ { ^ ÊãË zvÜä� {Ì ¾sÍ%ÃË zvÜä� { Ì ¾ªÍ%ÃË zvÜ ½ {ÕÞ o ¹rq/º�å3¼

Pourla fonctiond’ondeàdeuxdimensions,uneexpressionsimilaireestobtenuefaisantinter-
venir lesfonctionsdeBesselordinairesæ â et deHankel ç ¾�Â_Ãâ (cf. annexe A).® ¯ V!W¨z u.{ k Í ³Îâ Ï Á ³ Ú â ´ ¶ â ¾ªè_é�Á�èrê5Ã Û æ â zvÜ ½ { ^ æ â zvÜë� {ç ¾�Â_Ãâ zvÜë� { ç ¾�Â_Ãâ zvÜ ½ {ÕÞ o ¹rq/º�13¼

ì
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L’expressiondel’amplitudedediffusion ¸ à trois et à deuxdimensionsdela formule(1.3)s’ob-
tient enprenantlesexpressionsasymptotiques(A.10) et( A.30) desfonctionsdeHankel dansles
expressions(1.5) et (1.6).Cetteexpressionestdonnéeexplicitementun peuplus loin en rapport
avecla matrice4 .

La matrice4 estintroduiteaumoyendel’équationdeLippmann-Schwinger[63]T V!WYX[kïT ºëX iñð ¾ªÍ%ÃÐ R T V!W�X[kòT ºëX iñð ¾ªÍ%ÃÐ 4 T ºëX » ¹rq/º¬2/¼
où ð ¾ªÍ%ÃÐ ZózvlK^�S Ð i Ú_ôp{ Á%Â estle propagateurlibre retardé.À partirdecetteéquation,la matrice4
peutêtreidentifiéeà

4 zvl { k R i R ð ¾ªÍ%ÃÐ zvl {_R i R ð ¾sÍ%ÃÐ zvl {_R ð ¾ªÍ%ÃÐ zvl {_R iyõ¥õ¥õk R i R ð ¾ªÍ%ÃÐ zvl {U4 zvl { k R i 4 zvl { ð ¾ªÍ%ÃÐ zvl {_R o ¹rq/º�ö3¼
Il apparaîtclairementquel’équationprécédenteestinutilisabledansle casdessphèresdurescar
le potentiel R est infini. L’approximationde Born (1.4), qui consisteà ne considérerquele pre-
mier termedudéveloppementdela matricedediffusion,estd’ailleursincorrectepourlessphères
dures.L’utilisation dematrices4 estdoncnécessairesi l’on veutétudierla diffusionmultipled’un
électronsurun ensembledesphèresdures.

L’expressionde la matrice 4 s’obtientenécrivant l’équation(1.7) en représentationposition.
À deuxdimensions,la fonctiond’ondes’écrit® ¯ V!W�z u|{ k ´ ¶ W�· i ÎÀ÷.øúù ¬�u w tvu T ð ¾sÍ%ÃÐ zvl { T u w X ´ ¶ ÷|ø ·_û tvüJý T 4 zvl { T ºäXk ´ ¶ W�· ^þÚ ed ` b Î ÷.øúù ¬�u w ç ¾�Â_ÃÐ zvÜÿT u ^ u w T { ´ ¶ ÷.ø · û tvüJý T 4 zvl { T ºëXpo
Lorsque ½ ° � ,

T u ^ uãw T Æ ½ ^ ½ w Ö�×:Ø�� i�� z Ò�� ½ { où
�

est l’angle entre u et uOw . L’expression
asymptotiquedela fonctiond’ondeest® ¯ V!W¨z u.{[Æ ´ ¶ W�· ^ Ú e` b ® d.Ç Ü ½ Î ÷.øúù ¬�u w ´ ¶ ¾ ¼ ± Á W-û ·_û Á��.Ä���Ã ´ ¶ ÷|ø ·Õû tvüJý T 4 zvl { T ºëX »
où
º w estle vecteurdemodule

Ü
et dedirection u (

º wªuOw k4Ü ½ w Ö�×:Ø	� ). Lesdeuxintégralessont
trivialesetdonnent ® ¯ V W z u|{7Æ ´ ¶ W�· ^aÚ e ¯ ´ Á ¶ �.Ä��` b ® d.Ç Ü t º w T 4 zvl { T ºëX ´ ¶�¼ ±® ½ o
Parcomparaisonavecl’équation(1.3),la matrice4 estdirectementreliéeàl’amplitudedediffusion¸ parla relation

¸ zvº wE» º { k�^ Ú e ¯` b ´ Á ¶ �|Ä��® d.Ç Ü t º w T 4 zvl { T ºäXpo ¹rq/º�
 � ¼
Le mêmeraisonnementpeutêtrefait à trois dimensionset conduità la relation¸ zvº w » º { k>^ e ¯d.Ç ` b t º w T 4 zvl { T ºëXpo ¹rq/º�
��¼�
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Lesexpressionsdesélémentsdematrice4 pour

Ü kÓÜ w à troisetdeuxdimensionssontobtenues
àpartir del’amplitudedediffusion ¸ dérivéedeséquations(1.5)et (1.6).

t º w T 4 zvl { T ºëX7k�� ÇÜ `�bdfe ¯ Í ³Î Ë�Ï�Ð z d.Ñ iÓÒ {ÕÔ9Ë zvÖ�×:Øfz�� º w » º {�{ ÊBË zvÜë� {Ì ¾ªÍ%ÃË zvÜä� { » ¹rq/ºsq�� � ¼
à3 dimensionset

t º w T 4 zvl { T ºëX-k>^ � Ú `cbdfe ¯ Í ³Îâ Ï Á ³ ´ ¶ â ¾ªè ê û Á�èÕêJÃ æ â zvÜë� {ç ¾�Â_Ãâ zvÜë� { ¹rq/ºsq����¼
à2 dimensions.La diffusionsurunesphèredureouundisquedurestentièrementdécriteparcette
matrice4 .� FGD:?ãCEP�QhF��ÈD:=�DGF

La descriptioncorpusculairedu phénomènedediffusionestpluscommodequela description
ondulatoirepour définir la sectionefficace.L’onde incidenteestdécritepar un faisceaude par-
ticulessepropageantdansla direction

º
et unepartiede ce faisceauentreen collision avec le

potentielde sphèredure.La sectionefficacetotaled’un processusdecollision représentela sur-
face,perpendiculaireà la directiondu faisceauincident,autraversdelaquellele passagedetoute
particulesetraduitparunecollision.La sectionefficacedifférentielled’un processusdecollision,
notée� W ² W û , sedéfinit commela surface,perpendiculaireà la directiondu faisceauincident,au
traversde laquellele passagede touteparticulesetraduit par unediffusion de la particuledans
l’élément d’angle solide ¬�� autourde la direction

º w . Autrementdit, le nombrede particules
diffuséesdansl’élémentd’anglesolide ¬�� autourde la direction

º w parunité de tempsestégal
aunombredeparticulesdu faisceauincidenttraversantla surface � W ² W û ¬�� parunitédetemps.
La sectionefficaceestreliéeauxexpressions(1.9a)et (1.9b).La sectionefficacedifférentielleest
donnéepar � W ² W û kòT ¸ zvº w » º { T b o ¹rq/ºsq|qd¼
Lorsquel’onde incidenteaunelongueurd’ondetrèsgrandedevantla taille dudiffuseur,

Üä��� Ò ,
le rapportdesfonctionsde Besselet Hankel devient d’autantplus petit que

Ñ
(ou

T e T
) devient

plus granddevant
Üä�

. De ce fait, la contribution essentielleà la matrice 4 est l’onde � (
Ñ k �

ou
e k �

). Danscerégime,la diffusionde l’onde estisotropepuisquela dépendanceangulaire
disparaît.Pour unevaleur de

Üä�
donnée,la sériesur les ondespartiellespeut être tronquéeàÑ � Üä�

[67, p. 335].
Lorsqu’aucontrairela particuleincidenteestponctuellefaceau diffuseur,

Üä�"! Ò , la dif-
fusion consisteen un pic de diffraction versl’avant (de largeurproportionnelleà Ò�� Üä� ) et une
contribution isotrope[68, p. 1484].

La sectionefficacetotaleestdonnéeparl’intégrationangulairedela sectionefficacedifféren-
tielle. Elle peutégalementêtreécriteenfonction la partieimaginairedel’amplitudedediffusion
versl’avantgrâceauthéorèmeoptique[67]. Nousredérivonsrapidementlesexpressionsdecelle-
ci àdeuxdimensions.

� 2D
zvº { k ù b �Ð ¬ ��T ¸ zvº w » º { T b » ¹rq/ºsqB�3¼

#
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étantl’angleentrelesvecteursd’ondeentrant

º
etsortant

º w .� 2D
zvº { k dfe ¯` b Ò$.Ç Ü ù b �Ð ¬ ��T t º w T 4 zvl { T ºäX¥T bk �Ü Í ³Îâ Ï Á ³

%%%%% æ â zvÜë� {ç ¾�Â_Ãâ zvÜë� { %%%%% b k>^ dfe ¯` b ÒÜ'&�(út ºUT 4 zvl { T ºëXpo ¹rq/ºsq�)3¼
À troisdimensions,nousobtenonsdela mêmefaçon

� 3D
zvº { k �Ü ³Î ËÀÏ�Ð z d.Ñ imÒ { %%%%% ÊãË zvÜä� {Ì ¾sÍ%ÃË zvÜä� { %%%%% b k>^ dfe ¯` b ÒÜ &�(�t º T 4 zvl { T ºäXpo ¹rq/ºsq�ÉW¼

Le théorèmeoptiqueestuneconséquencedela conservationdunombredeparticuleslorsdela
diffusion.Eneffet, l’ondeplaneincidenteétantnormalisée,la probabilitédetrouver uneparticule
dansl’espacelibre estde1. La probabilitédetrouver la particulesubissantunecollisiondanstout
l’espacedoit êtreégalement1, cequi setraduitparÒ k ù * ¬�u T tvu T ºëX¥T b k ù * ¬Gu T tvu T,+YW�X¥T b o
En remplaçantla fonctiond’ondepar l’expressiondeLippmann-Schwinger(1.7), il apparaîtque
la matrice4 doit vérifier la relation&�(út º T 4 ¼ T ºëX�k>^ Ç ¯ ù -/. wz d.Ç {�0 %% t . w T 4 ¼ T ºëX %% b } zvl21 û ^ l ¼ { o ¹rq/ºsqBå3¼

Lorsque
Üä��� Ò , le développementdesfonctionsdeBesseletHankel (A.29)donnele résultat

généralementbienconnupourla sectionefficacetotaleà trois dimensions.� 3D
zvº {7Æ � Ç � b o ¹rq/ºsq�33¼

La sectionefficacetotalequantiqueà basseénergie estquatrefois supérieureà la sectioneffi-
cacegéométrique.Lorsque

Üä�È° � , elle tendversdeuxfois la sectionefficacegéométrique,� 3D
zvº { ° d.Ç � b . Cettelimite semi-classiquene redonnepasla sectionefficacegéométriqueà

causede l’existencedu phénomènede diffraction. Le pic de diffraction a en effet une section
efficacede

Ç � b à lui seul.
À deuxdimensionset lorsque

Üä�4� Ò , la sectionefficacetotaledivergequand
Ü ° �

[78].� 2D Æ ÒÜ �Ò-i �� à6587 b ¼:9<;>=b Æ Ç bÜ 587 b Üë� o ¹rq/ºsqd2/¼
Ce résultatesttrèsloin de la valeurgéométriquede la sectionefficacetotaleà deuxdimensions� géo

k d �
et cettedépendancesingulièreen

Ü
rendla diffusionà deuxdimensionstrèsparticu-

lière: plus la longueurd’ondeestgrandedevant la taille du diffuseur, plus l’onde incidenteest
sensibleà la présencedupotentiel."�#$"%#@? &('*)�+-,.'0/21BADC06%,.,.'$35+7;

Il existe une correspondanceremarquableentre l’équation d’onde quantiqueet l’équation
d’ondeclassique[81]. Toutesles deuxseramènentà la mêmeéquationen régimestationnaire.
L’équationdeSchrödinger(1.1)semetsousla formez g�iFE b { V�z u|{ k � ¹rq/ºsqBö3¼G



�������7�_����� q/º ���f�������������������� �¡£¢¥¤.��¦��n§������¨§@¦ª©��£��¦�¤.«
où E b k brâß à zvl ^ ¯ z u|{�{ ZÓÜ b ^IH¨z u|{ .
Uneondeclassiquescalairevérifie la mêmeéquationavecE b k'J b �K b kÓÜ b ^ML�z u.{ »J

étantla fréquencede l’onde et K savitesse.La fonction
L�z u|{ est l’équivalentclassiquedu po-

tentiel
H¨z u|{ et les endroitsde l’espaceoù

L
estnon nul paramétrisentdeszonesoù l’indice de

réfractionN estdifférentdecelui du vide.Dansle vide, l’onde sepropageavecle vecteurd’ondeE k>Ü k�J �K Ð et la vitesseK Ð . Dansle potentiel,savitesseestmodifiée,K k K Ð � ® ô , où ô k N b
estla constantediélectriquedumilieu. Ainsi,E b kÓÜ b ^"L

avec
L	kóz Ò ^ ôp{ Ü b o

En dehorsde ceséquivalencesformellesentreles ondesquantiqueset les ondesclassiques,il
existequelquesdifférencesfondamentales.En premierlieu, leséquationsd’évolution temporelle
s’écrivent O b VO	P b k K b g V
pourl’ondeclassiqueet Ú ` O VO�P k>^ ` bdfe g V
pour l’onde quantique.Les solutionsclassiqueet quantiqueont un comportementtemporeltrès
différent.Les relationsde dispersiondansle vide sontalors

J k K Ü pour l’onde classiqueetl k ß àbrâ Ü b pour l’onde quantique.L’une est linéaire, l’autre est quadratiquedansle nombre
d’onde.Une autredifférenceest que E b peut devenir négatif dansle casquantique,alorsqu’il
restetoujourspositif pour l’onde classique.L’onde quantiquen’a d’équivalent classiquequesiE b � � , i.e.

l]� ¯
. Le casdu potentielquantiquedehauteurinfinie, E b ° ^ � , sembledoncne

pasavoir d’équivalentpour l’onde classique.Nousverronscependantauparagraphe2.3.3quele
potentieldetypesphèredureconduità la mêmeexpressiondela matrice 4 quecelleassociéeau
potentieldeprofondeurinfinie ( E b ° � ), souscertainesconditions.Le potentieldeprofondeur
infinie correspondau casd’une sphèreparfaitementmétallique, N k � , pour laquelleil faut
résoudrel’équation(1.18)avec desconditionsde Dirichlet au bord de la sphère[46]. Bien queE b ° ^ � pourcetypedepotentiel,la sphèredurepermetdoncdedécrireégalementla diffusion
d’uneondeclassiqueparunesphèreparfaitementmétallique.

Dansle casgénéral,le Q Q potentiel R R L dépenddela fréquence
J

del’ondeclassique,alorsque
le potentielquantiquē est indépendantde l’énergie de l’onde quantique.En conséquence,les
interactionsdeviennentfaiblesauxbassesfréquences.En effet, si

Jÿ° �
, alors

Lï° �
aussi,sauf

dansle casd’une sphèreparfaitementmétallique.Ce casd’une sphèreparfaitementmétallique
( N k � ) estincompatibleavec unediffusiondeRayleighclassique[90], qui donnela diffusion
d’ondeclassiqueàbassefréquence.����S � ���������wÿUT �� r����¨ ��

La diffusiond’uneondescalaireenrégimestationnairedansunsystèmedésordonnécomposé
de V sphèresduresderayon

�
estdécriteparl’équationdeSchrödingerstationnaireSUT V�X7kYlúT V�X

WYX
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ayantpourhamiltonien S k�S Ð i"\ k>^ ` bdfe g i ]Î ¶ Ï Â R ¶ o
Le potentielR ¶ représenteunesphèredureà la position ^ ¶ .x ¶ z u.{ kyx�z u ^ ^ ¶ { k ~ in� si

T u ^ ^ ¶ Tc�ñ��
si

T u ^ ^ ¶ T��h��o
Le propagateurdel’électronassociéàcehamiltonienestð zvl { Z Òl ^ÈS i Ú_ô k Òla^ÈS Ð i Ú_ô i Òla^ÈS Ð i Ú_ô \ Òl ^ÈS i Ú_ôk ð ¾sÍ%ÃÐ zvl { iñð ¾sÍ%ÃÐ zvl { \ ð zvl { o
L’opérateur\ contientlesdiffusionssurchaquecentrediffuseurindividuel. Si ð zvl { et \ sont
explicitésentermedediffusionsindividuelles,le propagateurdevient

ð zvl { k ð ¾sÍ%ÃÐ zvl { iñð ¾sÍ%ÃÐ zvl {D_ ]Î ¶ Ï Â R ¶ i
]Î¶@` a Ï Â R ¶ ð ¾ªÍ%ÃÐ zvl {_R a iyõ¥õ¥õcbcð ¾sÍ%ÃÐ zvl {k ð ¾sÍ%ÃÐ zvl { iñð ¾sÍ%ÃÐ zvl {�d zvl { ð ¾sÍ%ÃÐ zvl { o ¹rq/ºsq�
3¼

Cetteéquationpermetdedéfinirunematricedediffusion d pourl’ensembledusystèmequi s’écrit

d zvl { k ]Î ¶ Ï Â R ¶ i
]Î¶e` a Ï Â R ¶ ð ¾ªÍ%ÃÐ zvl {_R a i ]Î¶e` a<` f Ï Â R ¶ ð ¾sÍ%ÃÐ zvl {_R a ð ¾sÍ%ÃÐ zvl {_R f iÓõ¥õ¥õ o ¹rq/º��g�3¼

Cetteexpressionnepeutpasêtred’unegrandeutilité pourlecasdessphèresdurescarlesdifférents
termesde la sériene sontalorspasdéfinis.La réécriturede cettematrice d zvl { en fonction de
chaquematrice4 dediffusionindividuelle[81, p. 112] conduità la sériedeWatson[98], àsavoir

d zvl { k ]Î ¶ Ï Â 4 ¶ zvl { i Î¶e` ahÏ ¶ 4 ¶ zvl { ð ¾sÍ%ÃÐ zvl {U4 a zvl {i Î
¶e` aihÏ ¶e`fjhÏ a 4 ¶ zvl { ð ¾sÍ%ÃÐ zvl {U4 a zvl { ð ¾ªÍ%ÃÐ zvl {U4 f zvl { iyõ¥õ¥õ o

¹rq/º��@qd¼
Lesindicesdesommecourentde1 à V enévitantla répétitiondedeuxindicesconsécutifs.

Uneautrefaçonplus intuitive deretrouver la sériedeWatsonestd’écrire la fonctiond’onde
commeunesommedel’onde incidenteetdesondesdiffuséespartouslespotentiels.T,+ W X7k�T,k Ð X i ]Î ¶ Ï Â ð ¾ªÍ%ÃÐ zvl {U4 ¶ T,k ¶ X » ¹rq/º��|�3¼
où
T,k Ð X estl’ondeincidente(ondeplaneengénéral,maispeutaussiêtreuneondeplusparticulière)

et
T,k ¶ X est l’onde arrivant sur le centrediffuseur Ú . Cetteonderésultede la diffusion de l’ondeWlW
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incidentesurle centrediffuseur Ú , etdela diffusiondetouteslesondessecondairesémisesparles
autrescentresdiffuseursElle s’écritT,k ¶ X!kòT,k Ð X i Î ahÏ ¶ ð ¾ªÍ%ÃÐ zvl {U4 a T,k a Xpo ¹rq/º��g)3¼
On obtientainsiun systèmed’équationscouplées.La sériedeWatsondel’équation(1.21)semet
en placelorsquel’équation précédenteest replacéedansl’équation (1.22) et que chaqueonde
diffusée

T,k ¶ X est remplacéepar l’expression(1.23). La combinaisondesdeux équations(1.22)
et (1.23)permetégalementd’écrirela fonctiond’ondesousla formeT,+�W�X7kòT,k ¶ X iñð ¾ªÍ%ÃÐ zvl {U4 ¶ T,k ¶ X » ¹rq/º��fÉW¼
quelquesoit le centrediffuseur Ú . Malgrésonapparentesimplicité,cetteéquationestd’uneutilité
limitéepuisquetoutel’information surla diffusionmultiplesecachedansla fonction

k ¶ .De tempsà autre,la notationsymboliquesuivanteseraemployéepour décrireles séquences
dediffusionapparaissantdansla sériedeWatson(1.21).d Z Î ¶ z Úr{ i Î¶e` ahÏ ¶ z ÚEÊc{ i Î

¶e` aihÏ ¶e`fjhÏ a
z Ú Ê E { iÓõ¥õ¥õ o ¹rq/º��|å3¼

Parconstruction,la sériedeWatsoncontienttouteslesséquencesdediffusionpossiblesà l’excep-
tion de cellescontenantdeuxdiffuseurssuccessifsidentiques.Par exemple,la séquence

z ÚEÊ EDE Ñ {
n’estpaspossible,mais

z ÚEÊ E Ñ E { existe.La matrice 4 prenddéjàencomptelespossibilitésdere-

tour de l’onde surun mêmecentrediffuseur( 4 ¶ k R ¶ i R ¶ ð ¾ªÍ%ÃÐ 4 ¶ ), alorson comprendqu’écrire

4 ¶ ð ¾ªÍ%ÃÐ 4 ¶ conduiraitàundoublecomptage.L’avantagedecettesérieestl’utilisation desmatrices4
individuellesqui resommentdéjàunesérieinfinie contenantle potentiel m de sphèredure.Une
partiedu travail deresommationestdoncdéjàfait dèsle départ.���on p �2q �¼ÿ�ÿ�� ���	�� �� �sr!������� ���

Le propagateurobtenuprécédemmentdefaçonformelledépenddu systèmeenconsidération
puisqu’il dépendde la positionde chaquecentrediffuseur. Cependant,il n’est pastoujourspos-
sibledeconnaîtrela configurationexactedel’échantillonà étudier. Lors demesuresdequantités
physiques(conductivité, coefficient detransmission

o¥o¥o
) surplusieurséchantillonscontenantdes

impuretés,la positionde chaqueimpuretépour chaqueéchantillonn’est pasconnueen général.
Il estdoncnécessairede calculerdesquantitésmoyennesindépendantesde la configurationde
l’échantillon.Pourcela,il fautévaluerdesmoyennesd’ensemble.en intégrantsur la positionde
touslescentresdiffuseursdu système[51, AppendiceB]. Cetteintégrationpeutêtrevuecomme
la sommesurun ensembleinfini desystèmesayanttousdesconfigurationsdifférentes.Elle cor-
respondà une moyennestatistiquesur toutesles configurationspossiblesdu système,chaque
configurationayantla mêmeprobabilitéd’exister.

Deuxingrédientssontessentielspourfairecettemoyenne.Le premierestla relationdeferme-
turesurlesvecteursd’ondedonnéeparl’équation(1) ; le deuxièmeestla translationd’un élément
dematrice4 . Cettetranslations’écrittvü w T 4 ¶ zvl { T ü X[k ´ Á ¶ ¾

÷ û Á ÷ Ãutwv tvü w T 4 zvl { T ü Xpo ¹rq/º��g33¼WDx



q/º�).º�y ¤�z:��«�«£�n����������§�¢¥��¤.��§@���
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A partir decesrelationsetdeséquations(1.19,1.21),le propagateurmoyens’écrittvü w T,¦ zvl { T ü X7k tvü w T ð ¾sÍ%ÃÐ zvl { T ü X i tvü w T ð ¾sÍ%ÃÐ zvl { T ü w X tvü w T d zvl { T ü X tvü T ð ¾sÍ%ÃÐ zvl { T ü X » ¹rq/º��32/¼
avec

tvü w T d zvl { T ü X[k Ò¯ ] ù ]§¶ Ï Â ¬�^ ¶
¨ ]Î ¶ Ï Â tvü w T 4 ¶ zvl { T ü X i Î¶e` ahÏ ¶ tvü w T 4 ¶ zvl { ð ¾sÍ%ÃÐ zvl {U4 a zvl { T ü Xi Î

¶e` a2hÏ ¶e`f:hÏ a tvü w T 4 ¶ zvl { ð ¾sÍ%ÃÐ zvl {U4 a zvl { ð ¾ªÍ%ÃÐ zvl {U4 f zvl { T ü X iyõ¥õ¥õ�© o ¹rq/º��|ö3¼
En insérantles relationsde fermeturesur les vecteursd’onde entrechaqueopérateur4 ¶ zvl { etð ¾ªÍ%ÃÐ zvl { de la sériede Watson,puis en effectuantles intégrationssur les positionsdescentres
diffuseurs,on obtient

tvü w T d zvl { T ü X[k ¨ª]Î ¶ Ï Â tvü T 4 zvl { T ü X i Î¶@` a�hÏ ¶ tvü
T 4 zvl { T ü X bl ^(l f i ÚÕô i Î

¶e` a2hÏ ¶f:hÏ a<` fihÏ ¶
tvü T 4 zvl { T ü X 0zvl�^ l f i ÚÕôp{ b

i Î¶@` a�hÏ ¶ Î ÷.ø tvü
T 4 zvl { T ü ý X tvü ý T 4 zvl { T ü ý X tvü ý T 4 zvl { T ü Xzvl�^ l f i ÚÕôp{ b iÓõ¥õ¥õ�© } ÷ û ` ÷ o ¹rq/º��g
3¼

Deuxtypesdetermessontprésentsdansla sériedeWatson: lestermessansrépétitiond’indicesde
diffuseuret lestermescontenantaumoinsdeuxindicesidentiques.Nousappelleronslestermesdu
premiertype Q Q séquencesouchaînesdirectesR R et lestermesdusecondtype Q Q séquencesouchaînes
indirectes R R . Nousdéfinissonségalementla longueurd’unechaîneparle nombredediffusionssu-
biespar la particuleincidente.Leschaînesdirectesreprésententdesséquencesdediffusionoù la
particulenerencontrejamaisdeuxfois le mêmediffuseur(parexemple

z Ú Ê E Ñ e N9{ ) et leschaînes
indirectesdesséquencesdediffusionoùla particulepeuttoucherplusieursfois unmêmediffuseur
durantsontrajet (ex.

z ÚEÊ|Ú E Ñ E { ). Devantunechaînedirectede longueurN apparaîtun coefficient
combinatoire

]¬«¾ ] Á�|Ã « dûàla sommesurlesindicesdescentresdiffuseurs: parex., dansla première
lignedel’équation(1.29),il apparaîtlescoefficients V , V z V ^ Ò { et V z V ^ Ò { z V ^ d { . Le coef-
ficientcombinatoired’unechaîneindirecteseradonnépar

]¬«¾ ] Á�.Ã « V  z �f{ où V  z �.{ estfonctiondu
nombredecentresdiffuseursdistincts N et du nombrederépétitions� decentresdiffuseurs(voir
annexe B).

Pourévaluerle propagateurmoyen,troisapproximationssontcourammentutilisées:

– la premièreconsisteà remplacer
]j«¾ ] Á�|Ã « par V  dansla limite thermodynamiqueV ° � ,¯ ° � , V � ¯ k¯®yk K�° N±� P . Souvenons-nousque la matrice 4 possèdeun facteurde

normalisationÒ�� ¯ selonnosconventions.Par conséquent,pourchaquechaînedirecte, on

aura
]j«¾ ] Á�.Ã « * ² k ] ² Í´³!¾ ] ²�µ�¶ Ã* ² k·®  iF� ze® � ¯ { . Cetteapproximationsurestimele nombre

dechaînesfaisantintervenir un grandnombreN dediffuseurs;

– La deuxièmeapproximationconsisteà négligerles chaînesindirectes.Nousverronsplus
loin quecetteapproximationexige

Ü Ñ ! Ò , où
Ñ
estle libre parcoursmoyenélastique;

– La troisièmeest le fait de ne pastenir comptedescorrélationsspatialesentrediffuseurs.
Cecin’estvalablequesi lesdiffuseurssontponctuels.W�¸
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Avec cesconditions,la sériede Watsondevient unesimplesériegéométrique(voir la 1re ligne
de(1.29))qui seresommepouraboutirà l’expressionsuivantedu propagateur¦ ¿ ¶ ± zvl » ü2{-Æ Òla^Èl f ^ VUtvü T 4 zvl { T ü X o ¹ qgº�)g�¼»
La notation

¦ ¿ ¶ ± indique queseulesles chaînesdirectesont étéprisesen comptepour la mo-
yenne.Le propagateurpeutaussiêtreécritsousuneformeplussouventusitée[65] qui estcellede
l’équationdeDyson:¦ ¿ ¶ ± zvl » ü2{ k½¦ ¾ªÍ%ÃÐ zvl » ü2{ i ¦ ¾ªÍ%ÃÐ zvl » ü2{c¾ zvl » ü2{ ¦ ¿ ¶ ± zvl » ü2{k Òl�^ l f ^ ¾ zvl » ü2{ » ¹ qgº�)@q�»
où ¾ est l’énergie propre.Ici, elle est proportionnelleà la matrice 4 : ¾ Æ¿V tvü T 4 zvl { T ü X . La
matrice4 étantcomplexe,cepropagateurpossèdeunpôleen E k ÅÜ dansle plancomplexe.ÅÜ b kÓÜ b ^ ¾ÁÀ ÅÜ Æ Ü ^ ¾ � d Ü » ¹ qgº�)|�¼»
si
T ¾ � Ü b Tg� Ò . La transforméedeFourierinversedecepropagateursecalculeenprenantcomme

contourd’intégrationle demi-cerclederayoninfini dansle demi-plansupérieurentourantcepôle.
Le théorèmedesrésidusdonne,pourunsystèmeà troisdimensions,¦ ¿ ¶ ± zvl » u ^ u w {7Æ ^ e ¯d.Ç ` b ´ ¶�Â¼ÄÃ · Á ·Õû ÃT u ^ u w TúÆ ^ e ¯d.Ç ` b ´ ¶�Å6Æ�Â¼ÄÃ · Á ·_û ÃT u ^ u w T ´ µ�Ç È>µÈ û Çà�É » ¹ qgº�)g)¼»
oùl’on aécrit &�( ÅÜ k Ò�� d.Ñ . La décroissanceexponentielledupropagateurindiqueseulementque
l’amplitude de l’onde décroîtdansla directionde propagationde l’onde incidente.Elle n’a rien
à voir avec la décroissanceexponentielled’un état localisé.Elle estsimplementdueau fait que
la particuleincidentechangededirectionà chaquecollision, diminuantainsi la probabilitédese
propageren ligne droite.Cetteatténuationexponentiellede l’onde incidentepermetde définir

Ñ
commele libre parcoursmoyenélastique. La distancecaractéristique

Ñ
estla distancemoyenne

entredeuxcollisionssuccessiveset estreliéeà la partieimaginairedu pôle.La conditionsuivant
l’équation(1.32)estla conditiondemilieu diffusif,

Ü Ñ ! Ò . Cesrésultatspeuventêtreretrouvés
dans[65, chap.4].

Nousallonsvoir qued’autresapproximationsontéténécessairespourarriver àcerésultat:
– la premièreconcernelesélémentsdematrice4 eux-mêmes.Si l’on examineendétaill’équa-

tion (1.30), on peut remarquerque l’élément de matrice 4 apparaissantau dénominateur
n’est pasle mêmequecelui apparaissantdansl’expression(1.14) de la sectionefficace.
L’élémentdematrice 4 du propagateuresthors couched’énergie encesensquele vecteurü peutet doit êtredemodule E·Êk]Ü Z ® dfe l � ` lorsquel’on calculela transforméede
Fourier inversede l’expression(1.30).Le pôle du propagateurest déplacéet, par consé-
quent,le libre parcoursmoyen estmodifié. Une questionqui semblesouvent contournée
dansla littérature[64, 105] est de savoir commenttraiter rigoureusementceseffets hors
couched’énergie (off-the-energy-shell ), qui sontpurementquantiques.Le chapitresuivant
concernecettematrice4 horscouched’énergie;

– une autreapproximationconsisteà ne pastenir comptedu volume exclu (c.-à-d.du fait
que les sphèresduresne peuvent pass’interpénétrer)lors de la prise de moyenne.Nous
reviendronsaussisurcetteapproximationplusloin et nousverronsdansquelleslimites ces
différentesapproximationspeuventsejustifier.W��
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Nous avons vu dansle chapitreprécédentque la matrice 4 apparaîthors couched’énergie

lorsquelesrelationsdefermeturesurlesvecteursd’ondesontinséréesdansla sériedeWatson.La
moyenned’ensemblenemodifiepasceproblème,lesmatrices4 sonttoujourshorscouched’éner-
gie (équation(1.29)).Pourtant,noussavonsquenousconsidéronsun processusdediffusionélas-
tique; l’énergie associéeauvecteurd’ondeentrantestidentiqueà celledu vecteurd’ondesortant
du potentielet cetteénergie estl’énergie physiqueconsidérée

l
. Cetapparentparadoxe survient

régulièrementenmécaniquequantiquecar les relationsde fermetureimpliquentunesommation
surtouslesétatsintermédiairesdel’électron.Lorsquecesétatsintermédiairesnepeuventpasêtre
prisphysiquementparl’électron,ils sontappelésétatsvirtuels. Dansle casqui nousconcerne,les
étatsphysiquesdel’électronsonttouslesétatsdevecteurd’onde

º
avec

T º T@k ® dfe l � ` et les
étatspour lesquelsle vecteurd’ondeest . tel que

T . T Êk T ºUT
sontvirtuels.S’il fallait considérer

de la diffusion inélastique,alors les étatstels que
T . T Êk T ºUT

seraientégalementdesétatsphy-
siques.Unesolutionpourévitercesproblèmesdesommationsur lesétatsvirtuelsestdechoisir
unebasenecontenantquedesétatsphysiques,maiscelan’estpastoujourspossible,ni forcément
plussimple.Encequi concernela diffusionélastique,unebasedanslaquellele moduleduvecteur
d’ondeestconservéetoùseulesadirectionpeutvarierestla basedesondespartielles.L’utilisation
decettebase,qui permetd’éviter la manipulationdematrices4 horscouched’énergie, fait appel
à la méthodedesdéphasages[67]. Un autreavantagede cetteapprocheestquela matrice 4 est
diagonaledanscettebase,maisle propagateurne l’est pas.Unerevueconcernantcetteapproche
estcelledeLloyd [64], danslaquellelespotentielsutiliséssontdespotentielsàsymétriesphérique
detype Q Q muffin-tin R R .
Le fait d’avoir unematrice 4 horscouched’énergie dansle propagateurde l’équation(1.30)dé-
placele pôleparrapportà la positiondu pôledu propagateurfaisantintervenir unematrice 4 sur
couche[9].

La matrice4 zvl { quenousnoteronségalement4 ¼ estunopérateurdépendantdel’énergie
l4k`cb Ü b � dfe commeonpeutle voir dansl’équation(1.8).Cetopérateur, écritdansla basedesondes

planes,t . T 4 zvl { T Ý2X , peutêtreévaluépour desvecteursd’onde . et
Ý

absolumentquelconques.
Lorsque

T . T ÊkòT Ý[T ÊkÓÜ , la matrice4 estditehorscouched’énergie.
Cechapitreestconsacréaucalculdecesélémentsdematrice4 horscouche.Nousdériverons

dansun premier tempsles expressionspour despotentielsde type barrièrede hauteurfinie àW �
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troisdimensions.Le casdupotentielinfini desphèredureviendraensuitenaturellementenfaisant
tendrelahauteurdelabarrièreversl’infini. Puisnousdonneronslesexpressionsàdeuxdimensions
et égalementles expressionsdesmatrices4 associéesaux potentielde type puits de profondeur
finie et infinie. Enfin, noustermineronsce chapitreen utilisant les expressionsobtenuesdansle
calculdupropagateurmoyen.S���� pâá �����
J� ��� �����������wÿ���� �>��ÿ �������¼ÿ�����! î�	�äã á � ���!� �æå ÿ���

De l’expressionformelledu propagateurç associéà la diffusionsurundiffuseur, noté è ,é k ð ¾ªÍ%ÃÐ iñð ¾sÍ%ÃÐ R é k ð ¾sÍ%ÃÐ iñð ¾ªÍ%ÃÐ 4 ð ¾sÍ%ÃÐ »
nousobtenonsla relation 4 ð ¾ªÍ%ÃÐ k R é età l’aide del’expression(1.8), il vient

4 ¼ k R i R é ¼ R »
où é ¼ estunenotationsimplifiéepourla fonctiondeGreenexactevérifiant l’équationdeSchrö-
dingerpourun seulpotentielsphériquedu paragraphe1.1.L’indice

Ü
indiqueque 4 ¼ et é ¼ sont

pris à l’énergie physique
l Z `cb Ü b � dfe . Dansla basedesondesplanes,l’élémentdematrice 4

sedécomposeendeuxparties[77].t . T 4 ¼ T Ý2X k Ò¯Îê ë ÂJi ë b�ìk Ò¯ ù ¬�u ´ Á ¶�í�î · x�z ½ { ´B¶�ï¼î ·i Ò¯ ù ¬�u ù ¬Gu w ´ Á ¶�í�î · x�z ½ {oè ¼ z u » u w { x�z ½ w { ´¥¶�ï�î · û o ¹ �Yºsq�»
La particuled’énergie

l
diffusesurla barrièredepotentiel

x�z ½ { définieparx�z ½ { k `�bdfe H¨z ½ { k ~ x Ð k�ßáàbrâ H Ð si ½ �h��
si ½ �h��o

Le premierterme ë Â de l’équation (2.1) est évalué en décomposantles ondesplanesen ondes
partielles(voir l’équation(A.34)).Pour

T . T ÊkòT Ý[T
, il s’écritë Â k d.Ç `�be H Ð � bð b ^Üñ b ³Î Ë Ï�Ð z d.Ñ iÓÒ {ÕÔJË zvÖ�×:Øfz Ù. » Ý {�{D_ ñ ÊBË z ð � {vÊãË Á%Â z�ñ.� { ^ ð ÊãË Á%Â z ð � {vÊBË z�ñ.� { b o ¹ �Yº��¼»

Le calculdu deuxièmetermeë b utilise le développementdu propagateurè ¼ enondespartielles
[68].

è ¼ z u » u w { k dfe` b Ò� Ç Í ³Î Ë�Ï�Ð z d.Ñ iÓÒ {ÕÔJË zvÖ�×:ØOz Ùu » u w {�{oè ¾ Ë Ã¼ z ½ » ½ w { » ¹ �Yº�) � »
avec è ¾ Ë Ã¼ z ½ » ½ w { k�ò Ë Â ¼ z ½gó {>ò Ëb ¼ z ½gô {½ w b g ¹ �Yº�)�l»õ�ö�÷ùøûúýü/úýþ ÿ���ÿ�ü�ø��ýü���������þ�þ
	���jÿ���úýü
��ú��������gø�ú�	��ýÿ�����	�������ÿ���	�������	 ø��������<þ���ú 	!�ýú"� 	 ø������#��þ���ú�	!$%������	 ÿ�&��'��þ(�����	 ø��������<þ ÿ�ø��"�����ýü±ú��Äü*)�ü�þ�+��,��� ��-.�gø�þ�����þ ÿ�����ü�ö WY#
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où ½¼ó k e Ú N z ½ » ½ w�{ , ½ ��k e �10Jz ½ » ½ w�{ , ò Â ¼ Ë et ò b ¼ Ë sontdeuxsolutionsdel’équationSchrödinger
radialeà troisdimensions_ Ò½ b ¬¬ ½ z ½ b ¬¬ ½ { ^ Ñ z Ñ iÓÒ {½ b i Ü b ^FHïz ½ { b ò Ë ¼ z ½ { k �
correspondantà différentesconditionsauxlimites.En effet,

ò Ë Â ¼ z ½ { k ~ Ý ËsÚ$Ë z E ½ { ½ �h�2 Ë�ÊãË zvÜ ½ { i43 Ë�N�Ë zvÜ ½ { ½ �h� ¹ �Yº�) Þ »
avec E k ® H Ð ^ÈÜ b et

H Ð �hÜ b , correspondàunesolutionrégulièreen ½ k � et

ò Ëb ¼ z ½ { k ¨65 ËsÚ$Ë z E ½ { i l Ë E Ë z E ½ { ½ �ñ�7 Ë�Ì ¾EÂ_ÃË zvÜ ½ { ½ �ñ� ¹ �Yº�) § »
àunesolutionrégulièrepour ½ ° � .
Lescoefficients

Ý Ë » 2 Ë » 3 Ë » 5 Ë » l Ë » 7 Ë sontfixésparlesconditionsdecontinuitéen ½ km� . Lesfonc-
tions ÊBË » N�Ë » Ú$Ë » E Ë et Ì£Ë ¾�Â_Ã sont respectivementles fonctionsde Bessel,Neumann,Besselmodifiée
du premier type, Besselmodifiéedu secondtype et Hankel sphériques[67, 97]. Dansl’équa-
tion (2.3b), g représentele wronskienprisen ½ wg k ò Ë Â ¼ z ½ w { ¬¬ ½ w ò Ëb ¼ z ½ w { ^ ò Ëb ¼ z ½ w { ¬¬ ½ w ò Ë Â ¼ z ½ w {k ^�Ý Ë l Ë ��E ½ w b o
L’onde

Ñ
dela fonctiondeGreendevient alorsè ¾ Ë Ã¼ z ½ » ½ w { k>^ EÝ Ë l Ë ò Ë Â ¼ z ½ ó {>ò Ëb ¼ z ½ ô { o ¹ �Yº�) � »

Le secondtermeë b del’équation(2.1)peutmaintenantêtreévaluéexplicitementendécomposant
encoreunefois lesondesplaneset le propagateurè ¼ enondespartielles.ë b k z5` bdfe { b ù ¬Gu ù ¬�u w ´ Á ¶�í�î · H¨z ½ {oè ¼ z u » u w { Hïz ½ w { ´B¶�ï�î ·k z5`cbdfe { b ù ¬Gu ù ¬�u w ê � Ç Í ³ÎË ¶ Ï�Ð Í Ë ¶Îâ ¶ Ï Á Ë ¶ zÕ^ ÚÕ{ Ë ¶ ÊãË ¶ z ð�½ {�8 â ¶:9Ë ¶ z<; . {�8 â ¶Ë ¶ z�; u:{ ì= H¨z ½ { _ dfe` b Í ³ÎË à Ï�Ð Í Ë àÎâ à Ï Á Ë à è ¾ Ë à Ã¼ z ½ » ½ w {�8 â à 9Ë à z ; u|{�8 â àË à z ;u w { b

= H¨z ½ w {D_ � Ç Í ³ÎË�>�Ï�Ð Í Ë�>Îâ >�Ï Á Ë�> Ú Ë > ÊãË�> z�ñ ½ w {�8 â >Ë�> z?; Ý {�8 â > 9Ë�> z ;u w { b o
Au moyendesrelationsd’orthonormalisationdesharmoniquessphériques(A.37),l’expression

sesimplifie pourdonner

ë b k � Ç `cbdfe H Ð b Í ³Î Ë�Ï�Ð z d.Ñ iÓÒ {ÕÔJË zvÖ�×:ØOz Ù. » Ý {�{ =A@ »
WYG
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avec @ k ù 9Ð ½ b ¬ ½ ù 9Ð ½ w b ¬ ½ w ÊãË z ð�½ {oè ¾ Ë Ã¼ z ½ » ½ w {vÊãË z�ñ ½ w { o
Soit,enutilisantleséquations(2.3),

@ k ^ EÝ Ë l Ë ù 9Ð ½ b ¬ ½ ÊãË z ð�½ { ¨ ò Ë Â ¼ z ½ { ù 9± ½ w b ¬ ½ w ò Ëb ¼ z ½ w {vÊBË z�ñ ½ w {i ò Ëb ¼ z ½ { ù ±Ð ½ w b ¬ ½ w ò Ë Â ¼ z ½ w {vÊBË z�ñ ½ w { © o
Lesdifférentesintégralessontévaluéesàl’aide deséquations(A.35)puissimplifiéesparla relation
duwronskien(A.32).La quantité@ semetsousla forme@ ky^ E � bz�ñ b iFE b { ¨ � bz ð b iFE b { B ð ÊBË Á%Â z ð � {_Ú$Ë z E � { ^ E ÊBË z ð � {_Ú_Ë Á%Â z E � {�C= _ B E ÊãË z�ñ.� { E Ë Á%Â z E � { i ñ ÊBË Á%Â z�ñ.� { E Ë z E � { C i 5 Ël Ë B ñ ÊBË Á%Â z�ñ.� {_Ú$Ë z E � { ^ E ÊãË z�ñ.� {_Ú_Ë Á%Â z E � { C b

i ÒE z ð b ^Üñ b { B ñ ÊBË Á%Â z�ñ.� {vÊBË z ð � { ^ ð ÊBË z�ñ.� {vÊBË Á%Â z ð � {�C © o
Le rapport

5 Ë � l Ë s’obtientgrâceà la continuitédela fonction ò Ëb ¼ z ½ { etdesadérivéeen ½ km� .¨ 5 ËsÚ$Ë z E � { i l Ë E Ë z E � { k 7 ËEÌ ¾�Â_ÃË zvÜä� {E z 5 Ë�Ú_Ë z E � { w i l Ë E Ë z E � { w { k ÜD7 Ë�Ì ¾�Â_ÃË zvÜä� { w »
où le symbolew représentela dérivationparrapportà l’argumentdela fonction.Il estdonnépar5 Ël Ë k>^ E Ì ¾�Â_ÃË zvÜä� { E Ë Á%Â z E � { i Ü Ì ¾EÂ_ÃË Á%Â zvÜë� { E Ë z E � {Ü Ì ¾�Â_ÃË Á%Â zvÜä� {_Ú$Ë z E � { ^ E Ú$Ë Á%Â z E � {rÌ ¾�Â_ÃË zvÜä� { o
Aprèsquelquesmanipulationsfaisantintervenir leswronskiensdesdifférentesfonctionsdeBes-
sel, @ semetfinalementsousla forme@ k � bz�ñ b iIE b { z ð b iFE b { \ E ÊBË z ð � {_Ú$Ë Á%Â z E � { ^ ð ÊBË Á%Â z ð � {_Ú_Ë z E � {Ü Ì ¾�Â_ÃË Á%Â zvÜä� {_Ú$Ë z E � { ^ E Ú$Ë Á%Â z E � {rÌ ¾EÂ_ÃË zvÜä� { j= \ Ü ÊBË z�ñ.� {rÌ ¾�Â_ÃË Á%Â zvÜä� { ^Mñ ÊãË Á%Â z�ñ.� {rÌ ¾�Â_ÃË zvÜä� { j^ � bz�ñ b i E b { z ð b ^Üñ b { \ ñ ÊBË z ð � {vÊBË Á%Â z�ñ.� { ^ ð ÊãË Á%Â z ð � {vÊBË z�ñf� { j o
L’élémentdematrice4 pourunebarrièredehauteur

H Ð s’écritx	X
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t . T 4 ¼ T Ý2X k d.Ç ` be ¯ H Ð � bñ b i H Ð ^ÈÜ b Í ³Î Ë�Ï�Ð z d.Ñ iyÒ {ÕÔ9Ë zvÖ�×:Øfz Ù. » Ý {�{= ¨ ñ b ^ Ü bð b ^Üñ b \ ñ ÊBË z ð � {vÊãË Á%Â z�ñ.� { ^ ð ÊBË Á%Â z ð � {vÊBË z�ñ.� { ji H Ðð b i H Ð ^ Ü b \ E ÊBË z ð � {_Ú$Ë Á%Â z E � { ^ ð ÊBË Á%Â z ð � {_Ú_Ë z E � {E Ì ¾�Â_ÃË zvÜë� {_Ú$Ë Á%Â z E � { ^(Ü Ì ¾�Â_ÃË Á%Â zvÜä� {_Ú$Ë z E � { j= \ ñ Ì ¾EÂ_ÃË zvÜä� {vÊãË Á%Â z�ñ.� { ^ Ü Ì ¾EÂ_ÃË Á%Â zvÜä� {vÊBË z�ñf� { jw© » ¹ �Yº É�»

avec E k ® H Ð ^ÈÜ b . L’expressionde la matrice 4 surcoucheestretrouvéelorsqueð k ñ kóÜ
dansl’équation(2.4).

t . T 4 ¼ T Ý2X�k d.Ç ` be Ü ¯ Í ³Î Ë�Ï�Ð z d.Ñ iúÒ {ÕÔJË zvÖ�×:Øfz Ù. » Ý {�{ = \ E ÊBË zvÜä� {_Ú$Ë Á%Â z E � { ^ Ü ÊBË Á%Â zvÜä� {_Ú$Ë z E � {E Ú$Ë Á%Â z E � {rÌ ¾�Â_ÃË zvÜä� { ^ÈÜ Ì ¾�Â_ÃË Á%Â zvÜä� {_Ú_Ë z E � { j o
Cetteexpressionest celle de la diffusion élastiquesur une barrièrede hauteurfinie [81]. Les
fonctionsde BesselsphériquesmodifiéesÚ$Ë z E � { apparaissentparcequenousavonsconsidéréla
diffusion d’une particuled’énergie cinétiqueinférieureà l’énergie potentielle,i.e. E � �

. Elles
atténuentl’onde qui pénètredansle potentiel.Lorsquel’énergie cinétiquedela particuleestplus
grandequel’énergiepotentielle,lesfonctionsdeBesselmodifiéespeuventsemettresousla forme
defonctionsdeBesselsphériquesnormales.Eneffet, si

Ü b � H Ð , alors E estpurementimaginaire
etpeuts’écrire E k Ú E w ; la fonctiondeBesselsphériquemodifiéeÚ$Ë z E � { devient Ú Ë ÊBË z E w � { d’après
les relations(A.23) et (A.28). Alors l’onde à l’intérieur du potentieln’est plus atténuéemaisse
propageavecunevitessedifférente.Cepotentielestsusceptibledereprésenterun milieu d’indice
de réfractiondifférentde l’indice du milieu environnant(choisi commeétantle vide dansnotre
cas).S���S pâá �����
J� ��� �����������wÿ���� �>��ÿ��]�£��ãHG5��� �	�	���?!#@?5#$" IKJ�LM:;�,.,.'0/21ONQP�1!PFM:6´C$;

La diffusion sur unesphèredurecorrespondà un potentiel
H Ð infini. La fonction d’ondene

peutpaspénétrerà l’intérieur du potentiel.Pourobtenir l’expressiond’un élémentde matrice 4
horscouched’énergie d’unesphèredure,il suffit de reprendrelesexpressionsprécédenteset de
faire tendre

H Ð vers l’infini. Remarquonsque les limites
H Ð ° � et

�4° �
ne commutent

pas.L’étudeportantsur les potentielsde taille finie,
�

estgardénon nul avant tout. Ainsi, E k® H Ð ^ Ü b ° in� et Ú_Ë z E � { ° ´ f�9 � d E �ï° � , cequi conduitàE ÊBË z ð � {_Ú$Ë Á%Â z E � { ^ ð ÊãË Á%Â z ð � {_Ú$Ë z E � {E Ú$Ë Á%Â z E � {rÌ ¾EÂ_ÃË zvÜë� { ^ Ü Ì ¾EÂ_ÃË Á%Â zvÜë� {_Ú$Ë z E � { ° ÊBË z ð � {Ì ¾�Â_ÃË zvÜä� {
dansl’expression(2.4). L’élémentde matrice 4 horscouched’énergie décrivant la diffusion sur
unesphèredures’écrit alors x´W
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t . T 4 ¼ T Ý2X�k d.Ç `cbe ¯ � b Í ³Î Ë�Ï�Ð z d.Ñ iÓÒ {ÕÔJË zvÖ�×:ØOz Ù. » Ý {�{= ¨ ñ b ^ Ü bð b ^Üñ b \ ñ ÊBË z ð � {vÊBË Á%Â z�ñ.� { ^ ð ÊãË Á%Â z ð � {vÊBË z�ñf� { ji ñ ÊãË z ð � {vÊBË Á%Â z�ñf� { ^ Ü ÊãË z ð � {vÊBË z�ñ.� { Ì ¾sÍ%ÃË Á%Â zvÜë� {Ì ¾sÍ%ÃË zvÜä� { © o ¹ �Yº�å¼»

Il dépenddel’énergie
lòk `�b Ü b � dfe et desvecteursd’onde . ,

Ý
. Nousavonsutilisé la notationÌ ¾ªÍ%ÃË zvÜë� { Z Ú_Ì ¾�Â_ÃË zvÜë� { qui estpluscourammentemployéeque Ì ¾�Â_ÃË zvÜä� { danslesproblèmesde

diffusion [67]. L’apparentesingularitéen ð k×ñ
dansl’équation(2.5) n’en estpasune.On peut

s’enpersuaderencalculantla limite del’élémentdematricelorsqueð tendvers
ñ
, oubienonpeut

utiliser la formeintégrale(A.35a)puisposerð k ñ
pourobtenirl’intégrale(A.35b).C’estcequi

aétéfait pourdériver lesexpressionsduprochainparagraphe.?!#@?5#@? R�6%,SL-6TM:8|'>A�+2C_'0;FMG,UWV<X1Y F�Q�?BN HJF Y =@?BAfC D:FIH9FIHJCEL-M9NãC P�Q XZV =�N¥?ãC<[�M2F
Nousavonsvu dansle chapitreprécédentquelesélémentsdematrice4 diagonauxapparaissent

dansle propagateurmoyenresommé.Le fait deprendrela moyenneeffacela dépendancedansla
positiondesdiffuseurset rendle milieu homogène.Cettehomogénéitéimplique uneinvariance
par translationdu système.Et c’est cetteinvariancepar translationqui conduitaux élémentsde
matrice4 horscouchediagonaux.Nousdonnonsici l’expressiondesélémentsdematricedediffu-
sionélastiquespourlesquels

T . T|kòT Ý[T
. Lesélémentsdematrice4 diagonauxsontobtenuspourun

anglenul entrelesdeuxvecteursd’onde.Lorsque
T . T�k T Ý[T

et
Ü

quelconque,l’expression(2.5)
s’écrit t . T 4 ¼ T Ý2X�k ` bdfe ¯ Í ³Î Ë�Ï�Ð z d.Ñ iÓÒ {ÕÔJË zvÖ�×:ØOz Ù. » Ý {�{�t ð T 4 ¼ T ð X Ë » ¹ �Yº�3 � »
avec t ð T 4 ¼ T ð X Ë k � Ç � b ~ � d z ð b ^ Ü b {Z\ z ÊBË z ð � {�{ b ^ ÊBË Á%Â z ð � {vÊãË Í9Â z ð � {:]

i ð ÊBË z ð � {vÊãË Á%Â z ð � { ^(Ü¹z ÊBË z ð � {�{ b Ì ¾ªÍ%ÃË Á%Â zvÜä� {Ì ¾sÍ%ÃË zvÜä� { ^ o ¹ �Yº�3�l»UWV<X1Y F�Q�?BN HJF Y =@?BAfC D:FINBF Y C_9P�AfNïD:P�M9D�_2FIH�` X Q9FGA�a�C F
Nousdéfinissonsl’élémentdematricesemihorscouched’énergie par le fait quele braou le

ket del’élémentdematrice4 estsurcouche,i.e. possèdel’énergie
l

associéeà l’opérateur4 zvl { .
Il y adoncdeuxtypesdematrice4 semihorscouche.Partantdel’équation(2.5)etposant

ÝKkÓº
,

nousavons,grâceauxrelationsdu wronskien(A.32),t . T 4 zvl { T ºäX[k `cbdfe ¯ � ÇÜ Í ³Î Ë�Ï�Ð z d.Ñ iÓÒ {ÕÔ9Ë zvÖ�×:Øfz.Ù. » º {�{ ÊãË z ð � {Ì ¾sÍ%ÃË zvÜä� { o ¹ �Yº¬2g»
xlx
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Pour . kÓº , etaprèsquelquesmanipulationsdewronskiens,nousobtenonsla mêmeformepour
l’autreélémentdematricesemihorscouche.

t ºUT 4 zvl { T Ý2X[k `cbdfe ¯ � ÇÜ Í ³Î Ë�Ï�Ð z d.Ñ iÓÒ {ÕÔ9Ë zvÖ�×:ØfzOÙº » Ý {�{ ÊBË z�ñf� {Ì ¾ªÍ%ÃË zvÜä� { o
Cetyped’élémentsdematriceserautile parla suite.UWV<X1Y F�Q�?BN HJF Y =@?BAfC D:FINãM2A�D:P�M9D�_2F

L’élémentde matrice 4 sur coucheest directementobtenuen mettantl’équation (2.7) sur
couche,i.e. enposantð kmÜ .

t º w T 4 zvl { T ºäX[k `cbdfe ¯ � ÇÜ Í ³Î Ë�Ï�Ð z d.Ñ iÓÒ {ÕÔJË zvÖ�×:ØfzfÙ. » º {�{ ÊãË zvÜä� {Ì ¾sÍ%ÃË zvÜä� { o ¹ �Yº�ö¼»
Ici, les vecteursd’ondeentrantet sortantsontà la mêmeénergie

Ü w k Ü
. Cetteexpressionest

identiqueà l’expression(1.10)évaluéeà l’aide dela formeasymptotiquedela fonctiond’onde.b _ X P�A�c Y FKPed9?ãC<[�M2F
Nousmontronsci-aprèsquela relation(1.15)segénéralisepourla matrice4 horscouche.¯ ù -/. wz d.Ç {�0 %% t . w T 4 ¼ T . X %% b } zvl 1 û ^Èl ¼ {k ` bdfe ¯ Òz d.Ç { b Í ³Î Ë Ï�Ð z d.Ñ iÓÒ { ù ³Ð ð w ¬ z ð w b { %% t ð w T 4 ¼ T ð X Ë %% b } z ð w b ^ Ü b {k ` bdfe ¯ Òz d.Ç { b Í ³Î Ë Ï�Ð z d.Ñ iÓÒ { Ü T t ÜÿT 4 ¼ T ð X Ë T bk ` bdfe ¯ �Ü Í ³Î ËÀÏ�Ð z d.Ñ iÓÒ { ÊãË z ð � {ÕbN�Ë zvÜä� { b i ÊBË zvÜä� { b k>^ ÒÇ &�(�t . T 4 ¼ T . Xão

D’où, finalement,la relation^ ÒÇ &�(�t . T 4 ¼ T . X�k ¯ ù -/. wz d.Ç {�0 %% t . w T 4 ¼ T . X %% b } zvl 1 û ^ l ¼ { ¹ �Yº�
¼»
qui vérifie le théorèmeoptiquepourla matrice4 horscouche.?!#@?5#gf R�/ihjL�/QM|8|;ehy;�198lk[;�,SP	CmPehy;�198:,Ak7;nhy6�8oMG'>A@;pk['$6qN�/2176%+!J

Sachantquecetyped’élémentdematriceapparaîtdansle propagateur, il estintéressantd’étu-
dier soncomportementdanslesrégimesdesfaiblesimpulsions,debasseénergie ou autourdesa
valeursurcouche.Nousavonstracéà l’aide du logiciel r,sutFvxw lespartiesréelleet imaginairede
cesélémentsdematrice4 surundomaineð � » Üä�zy ê � »�{ ì danslesfigures2.1.x	¥
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Cerégimeestimportantdansle casdesgazdeBose[32], où les impulsionssontfaibles.La

matrice4 horscouched’énergie à impulsionnullepermetdecalculerla densitéd’énergie del’état
fondamental

l Ð d’un gazdeBoseetsonpotentielchimique� parlesrelations[19]l Ð Æ Òd V b¯ T t
� T 4 zvl { T � X¥T et �IÆ V T t
� T 4 zvl { T � X¥T o
Un développementenpuissancesde ð � donne

t . T 4 ¼ T . X k d.Ç `cbe ¯ ��� Ò ^ zvÜä� { b ^ Ú Üä�
i z ð � { b � Y^ zvÜä� { b{ ^ zvÜë� { bÒ[i zvÜä� { b ^ Ú zvÜä� { 0Ò-i zvÜä� { b�� i � z�z ð � { � {m� o¬¹ �Yºsq��¼»

Lesfigures2.1confirmentle comportementquadratiquedela partieréelleet linéairedela partie
imaginaireà basseimpulsion.On peutvoir ici queleseffetshorscouched’énergie apparaissentà
l’ordre

� 0 (aumêmeordrequele volumedela sphèredure).� P Y d7P�Aã?BF Y FcQ�?¨=£M2?BP�M9A HJF V = m = V F�M9A�NOM2A�D:P�M9D�_9FKFG?����9=�NãNBF X Q2F�A�a�CEF
Un développementdeTaylorautourde ð kÓÜ conduità

t ð T 4 ¼ T ð X Ë kÑ� ÇÜ ÊBË zvÜä� {Ì ¾ªÍ%ÃË zvÜë� { i z ð ^ Ü { $.Ç �Ü Ì ¾ªÍ%ÃË zvÜë� { O ÊBË z ð � {O z ð � { %%%%% 1 9 Ï ¼:9 i � z�z ð ^ Ü { b { o ¹ �Yºsq|q�»
Cedéveloppementestutile pour le calculdescorrectionsau libre parcoursmoyenduesà la ma-
trice 4 horscouched’énergie.

Puisquela partieréelledela matrice4 contientdestermesnedépendantquede ð , il n’y a pas
desimplificationpour

Üä�ï° �
. Parcontre,la partieimaginairedonne

&�(�t ð T 4 ¼ T ð X�ky^ `cbdfe ¯ � Ç ��zvÜä� Ê bÐ z ð � { i � z�zvÜä� { 0 {�{ o ¹ �YºsqB�¼»
Pourtracerlesfigures2.1,nousavonsdû tronquerla sériesurlesondespartielles.Pourcela,nous
avonsimplémentéunprogrammenousdonnantle nombreminimumd’ondespartiellesnécessaires
pourobtenirunevaleurde l’élémentdematriceà la précisionsouhaitéeenfonctionde l’énergieÜä�

et de l’impulsion ð � . Nousavonsintroduit deuxcoupures,
Ñ ±â 9�� et

Ñ ¶â 9�� , l’une pour la partie
réelledela matrice4 et l’autrepoursapartieimaginaire.Pourquela partieréelle�}� t ð T 4 ¼ T ð X Ë�� Ë é�T���Î Ë Ï�Ð z d.Ñ iÓÒ {�t ð T 4 ¼ T ð X Ë
soit unebonneapproximation(la priseencompted’uneondepartiellesupplémentairenechange
la valeurquede Ò � environ), il fautque

Ñ ±â 9�� Æ ð � . Cecritèreestdu mêmetypequecelui donné
par Messiah[67, p. 335] permettantde tronquerla série(2.8) à

Ñ Æ Üä�
. Le fait que

Ñ ±â 9�� ne
dépendepasde

Üä�
nousincite à penserqu’il seranécessairedetenir comptedetouteslesondes

partiellesdansl’expressionde la matrice 4 si l’on doit intégrersur l’impulsion ð . Ceci vient dux��
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fait quela partieréellede

?
nes’annulepasavec

Üä�
. Nousverronsplusloin commentcontourner

ceproblème.Pourla partieimaginaire,noustrouvons
Ñ ¶â 9�� Æ e ÚoN z ð � » Üä� { , montrantainsiqu’à

basseénergie(
Üë�4� Ò ), la partieimaginairedela matrice4 serabienpriseencompteparl’onde �

(
Ñ k �

) seule.Cetteremarqueestimportantecarcettepartieimaginaireestreliéeaulibre parcours
moyenélastique.S��on pâá �����
J� ��� �����������wÿ���� �>��ÿ��	��e�Y�	�?!#gf5#$" IKJ�LM:;�,.,.'0/21ONQP�1!PFM:6´C$;

La matrice 4 horscoucheà deuxdimensionsestdérivéede la mêmefaçonquecelle à trois
dimensions.Nouscommençonsparconsidérerun potentieldehauteurfinie

H Ð , et nousrépétons
pasàpasla dérivationfaiteauparagraphe2.1.LesfonctionsdeBesselsphériquessontremplacées
pardesfonctionsdeBesselordinairesnotéesàl’aide demajuscules.La partieradialedel’équation
deSchrödingeràdeuxdimensionss’écrit\ Ò½ ¬¬ ½ z ½ ¬¬ ½ { i zvÜ b ^FH Ð { ^ e b½ b ] ò â ¼ z ½ { k � o
Elle adeuxsolutions,l’une régulièreen ½ k � :ò â Â ¼ z ½ { k ~ Ý â @ â z E ½ { ½ �ÿ�2 â æ â zvÜ ½ { i43 â V â zvÜ ½ { ½ �ÿ� » ¹ �Yºsq�)¼»
(avec E k ® H Ð ^ÈÜ b ) et l’autre régulièrepour ½ ° in� :ò â b ¼ z ½ { k ¨ 5 â @ â z E ½ { i l â Ü â z E ½ { ½ �h�7 â ç ¾�Â_Ãâ zvÜ ½ { ½ �h� o ¹ �Yºsq�É�»ç â ¾�Â_Ã estla fonctiondeHankel dupremiertype( ç â ¾�Â_Ã k æ â i ÚoV â ). La fonctiondeGreenest
[68] è ¼ z u » u w { k eÇ ` b Í ³Îâ Ï Á ³ ´ ¶ â ¾ÀèáÁ�è û Ã è ¾ â Ã¼ z ½ » ½ w { »

avec
¹ �YºsqBå¼»è ¾ â Ã¼ z ½ » ½ w { k ^�ò2âÂ ¼ z ½gó {>ò2âb ¼ z ½gô {Ý â l â o

Répétantla mêmeprocédurequi, partantde la définition(2.1),a conduità l’expressionfinalede
l’élémentdematrice4 (2.4),nousarrivonsàt . T 4 ¼ T Ý2X�k ` bdfe ¯ Í ³Îâ Ï Á ³ ´ ¶ â ¾ªè
�fÁ�èm��Ã t ð T 4 ¼ T ñ:X â ¹ �Yºsq�3¼»

oùt ð T 4 ¼ T ñ:X â k d.Ç �	H Ðñ b i H Ð ^ÈÜ b ¨ ñ b ^ Ü bð b ^Üñ b \ ñ æ â z ð � {�æ â Á%Â z�ñ.� { ^ ð æ â Á%Â z ð � {�æ â z�ñ.� { ji H Ðð b i H Ð ^ Ü b \ E æ â z ð � { @ â Á%Â z E � { ^ ð æ â Á%Â z ð � { @ â z E � {E @ â Á%Â z E � {Õç ¾�Â_Ãâ zvÜä� { ^ÈÜ @ â z E � {Õç ¾�Â_Ãâ Á%Â zvÜä� { j= \ ñ æ â Á%Â z�ñ.� {Õç ¾EÂ_Ãâ zvÜä� { ^ Ü æ â z�ñ.� {Õç ¾�Â_Ãâ Á%Â zvÜä� { j © ox�ì
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La matricedediffusionsurun disquedurestobtenuepour

H Ð ° i � .

t . T 4 ¼ T Ý2X�k `cbdfe ¯ d.Ç � Í ³Îâ Ï Á ³ ´ ¶ â ¾ªè � Á�è � Ã~ ñ b ^(Ü bz ð b ^Üñ b { z�ñ æ â z ð � {�æ â Á%Â z�ñ.� { ^ ð æ â Á%Â z ð � {�æ â z�ñ.� {�{i ñ æ â z ð � {�æ â Á%Â z�ñf� { ^(Ü æ â z�ñ.� {�æ â z ð � { ç ¾�Â_Ãâ Á%Â zvÜë� {ç ¾EÂ_Ãâ zvÜä� { © o ¹ �Yºsqd2g»
Le premiertermedecetteexpressionpeutêtreenpartieresommépourdonner(cf. annexe D)

t . T 4 ¼ T Ý2X�k4^ `cbdfe ¯ d.Ç �W� æ Â z�T . ^MÝ[T � {T . ^ÜÝ[T zvÜ b ^ ð ñ ´B¶ ¾Àè � Á�è � Ã {
i Ü Í ³Îâ Ï Á ³ ´ ¶ â ¾Àè��OÁ�è:��Ã æ â z ð � {�æ â z�ñ.� { ç ¾EÂ_Ãâ Á%Â zvÜä� {ç ¾�Â_Ãâ zvÜä� { � o ¹ �YºsqBö¼»

Bien queplus simpleque (2.17),cetteexpressionne serapasd’une grandeutilité par la suite,
puisquel’intégrationsuruneimpulsionnepeutsefairesimplementqu’avec l’expression(2.17).UWV<X1Y F�Q�?BN HJF Y =@?BAfC D:FINBF Y C_9P�AfNïD:P�M9D�_2F

Commedansle casà troisdimensions,lesélémentsdematrice4 semihorscouchesont

t . T 4 ¼ T Ý2X�k>^ d Ú ` be ¯ Í ³Îâ Ï Á ³ ´ ¶ â ¾Àè��fÁ�è:��Ã æ â z ð � {ç ¾EÂ_Ãâ zvÜä� { »
si
ñnkÓÜ

et t . T 4 ¼ T Ý2X�k>^ d Ú ` be ¯ Í ³Îâ Ï Á ³ ´ ¶ â ¾Àè��fÁ�è:��Ã æ â z�ñ.� {ç ¾EÂ_Ãâ zvÜä� { »
si ð kÓÜ .UWV<X1Y F�Q�?BN HJF Y =@?BAfC D:FIHJC =�a�P�Q2=£Mi¡

En utilisantleséquations(A.12) etenposant. k Ý
dansl’expression(2.18),on obtient

t . T 4 ¼ T . X�k>^ `cbdfe ¯ d.Ç � � � d zvÜ b ^ ð b { i Ü Í ³Îâ Ï Á ³ z æ â z ð � {�{ b ç
¾EÂ_Ãâ Á%Â zvÜä� {ç ¾�Â_Ãâ zvÜä� { � o ¹ �Yºsq�
¼»

x �
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Il suffit deposerð k ñnkÓÜ

dansl’expressionprécédenteetd’utiliser la relationduwronskien
(A.11).

t . T 4 ¼ T Ý2X�k>^ d Ú `�be ¯ Í ³Îâ Ï Á ³ ´¥¶ â ¾Àè � Á�è � Ã æ â zvÜä� {ç ¾EÂ_Ãâ zvÜä� { » ¹ �Yº��g�¼»�
étantl’angleentrelesvecteursd’onde . et

Ý
.� P Y d7P�Aã?BF Y FcQ�?¨HJ=£Q9N V = V C Y CE?BFIHJMhHJCEL-M9NBF�M9A�d7P�Q2D:?ãM2F V

À la limite où le rayondu potentiel
� ° �

, c.-à-d.à la limite où le diffuseurdevient ponctuel,
la matrice4 s’écritt . T 4 ¼ T . X�k ` bdfe ¯ ¨ ^ � ÚÒ-i b ¶� z 587 ¼:9b i%£ {i � d.Ç ð b ^ d Ú zvÜ b ^ ð bB{Ò[i b ¶� z 5u7 ¼:9b i%£ { ^ d Ü bÇ ê Ò-i b ¶� z 587 ¼:9b i%£ { ì b � � b i � zv� 0 { © o ¹ �Yº��@q�»
Cedéveloppementmontrequelescorrectionshorscouched’énergie(i.e. la dépendanceenð ) n’ap-
paraissentqu’à l’ordre 2 en

�
. Pourdesdiffuseurssupposésponctuels,leseffetshorscouchesont

négligeables.Ceseffetshorscouchesontintrinsèquementliés auvolumedu diffuseuret il paraît
évidentqueceux-cidevront jouerun rôle danstout calculdésiranttenir comptedu volumeexclu.
Danscettelimite dediffuseursponctuels,le termedominantdela matrice 4 devient indépendant
desimpulsionset lescalculsensontconsidérablementsimplifiés[96]. Cettesimplificationestle
reflet du manqued’informationsur la taille du diffuseur. Celle-ci ne peutpasêtrerésoluepar la
particuleincidente.?!#gf5#gf � 6�8oMG'oA@;%¤lL�/2+�Më+-1¥L-+['08:,Sk7;�L�MG/Q¦r/21�k[;�+!M¨§�1-'0; ¢¡QdJAOF�NBNãC P�Qna X Q X Af= V F

Nousdonnonsici lesexpressionsdesélémentsdematrice 4 pourdespuitsdeprofondeurfi-
nie. Cestypesde potentielssontégalementintéressantscar ils comportentdeseffets physiques
supplémentaires,à savoir desrésonances.CesrésonancesQ Q retiennentR R la particuledansle po-
tentieldurantun certaintemps(appelétempsdedélaideWigner).Cetempss’ajouteautempsde
collision et a pourconséquencedirected’augmenterle libre parcoursmoyenélastique(

Ñ k�x1©
).

Selon[56, p. 167], le tempsdedélaipeutêtreextrait à partir de la fonctiond’ondestationnaireà
conditiondeconnaîtrecelle-cidanstout l’espace.La matrice 4 horscouchepermetjustementde
connaîtrela fonctiond’ondedefaçonexacteentout point.

Le puitsdepotentielestdéfini pardfe` b ¯ z u|{ k Hïz u.{ k ~ ^ H ÐWª �
pour

T u T �h��
pour

T u T¬«h� o ¹ �Yº��|�¼»
La matrice

?
horscouchepourcepotentielest

t . T 4 ¼ T Ý2X�k `cbdfe ¯ Í ³Îâ Ï Á ³ ´ ¶ â ¾Àè � Á�è � Ã t ð T 4 ¼ T ñ:X â » ¹ �Yº��g) � »
x	#
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avec

t ð T 4 ¼ T ñ|X â k d.Ç � H Ðñ b ^ H Ð ^ Ü b ¨ ñ b ^ Ü bñ b ^ ð b \ ñ æ â z ð � {�æ â Á%Â z�ñ.� { ^ ð æ â Á%Â z ð � {�æ â z�ñf� { ji H Ðð b ^ H Ð ^ Ü b ñ ç ¾�Â_Ãâ zvÜä� {�æ â Á%Â z�ñ.� { ^ Ü ç ¾�Â_Ãâ Á%Â zvÜë� {�æ â z�ñf� {E ç ¾EÂ_Ãâ zvÜä� {�æ â Á%Â z E � { ^ Ü ç ¾�Â_Ãâ Á%Â zvÜä� {�æ â z E � {= z E æ â z ð � {�æ â Á%Â z E � { ^ ð æ â Á%Â z ð � {�æ â z E � {�{ © » ¹ �Yº��g)�l»
où E k ® Ü b i H Ð . Les résonancessontdonnéespar les valeursde

Ü
pour lesquellesle déno-

minateurintervenantdansla matrice 4 devient prochede 0, augmentantainsi considérablement
l’amplitudedediffusion.Nousn’auronscependantpasl’occasiond’approfondirl’influencedeces
résonancesenprésencededésordre.Leseffetsengendrésparlesrésonancessontdiscutésdefaçon
pédagogiquedans[56] pourle casdela diffusiondela lumièredanslessystèmesdésordonnés.

	M9CE?BNïHJFldJAOP�®$P�Q9HJF�M9A CvQQ¯!Q9C F
De la mêmefaçonque nousavons évalué la matrice 4 pour un disquedur, nouspouvons

prendrela limite d’un potentielinfinimentprofond
H Ð ° � À E � ° � . L’expressionasympto-

tique(A.10) desfonctionsdeBesselpermetd’obtenirla matrice4 pourcepotentiel.

t . T 4 ¼ T Ý2X k `cbdfe ¯ d.Ç � Í ³Îâ Ï Á ³ ´ ¶ â ¾Àè � Á�è � Ã~ ñ b ^(Ü bz ð b ^Üñ b { z�ñ æ â z ð � {�æ â Á%Â z�ñ.� { ^ ð æ â Á%Â z ð � {�æ â z�ñ.� {�{i ñ æ â z ð � {�æ â Á%Â z�ñ.� { ^(Ü æ â z�ñf� {�æ â z ð � { ç ¾�Â_Ãâ Á%Â zvÜä� {ç ¾�Â_Ãâ zvÜä� { © o
Cettematrice 4 est la mêmequedansle casdesdisquesdurs— équ.(2.17).Cependant,cette
expressionn’estvalablequesi la condition æ â Á%Â z E � { Êk � estvérifiée.Le développementasymp-
totique

¹ � ºsq��¼» de la fonctiondeBesselæ â Á%Â z E � { conduità la condition E � Êk z d N i e i Âb { � b ,N étantun entierquelconque.Cesvaleursde E � correspondentaux résonancesde diffusion du
potentiellorsquecelui-ciauneprofondeurfinie, maisgrandedevantl’énergie dela particule.Si la
particuleincidentepossèdeuneénergiequi annuleæ â Á%Â z E � { , alorsl’ondepartielle

e
acquiertune

forte amplitudedediffusion,alorsquela diffusiondesautresondespartiellesresteunediffusion
detypedisquedurd’amplitudeplusfaible.

En dehorsdesrésonances,la mêmeformequepourlesdisquesdursestretrouvéecarla fonc-
tion d’ondevérifie ici aussilesconditionsdeDirichlet auborddupotentiel(elledoit s’annulersur
le borddupuits).Parconséquent,le problèmedediffusiond’uneondeclassiquesurdespotentiels
d’indice deréfractioninfini, discutéau§ 1.1.2,estidentiqueà la diffusiond’uneondequantique
surundisquedur, lesconditionsaubordétantdesconditionsdeDirichlet danslesdeuxcas.x	G
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Nouspouvonsmaintenantutiliser la connaissancede la matrice 4 horscouchepour étudier
le propagateurmoyennédonnépar l’équation

¹ qgº�)g�¼» . Leseffetshorscouchesontbienconnusen
théoriedeperturbation.Ceseffetsétantd’origine purementquantiques,nousnousattendonsà ce
qu’ils deviennentdeplus en plus faibleslorsquel’énergie augmente,c.-à-d.lorsquela physique
semi-classiquecommenceà êtrecapablede décrireles phénomènes.Par contre,dansle régime
trèsquantique,à trèsbasseénergie, ceseffets peuvent avoir de l’importance.Les courbesde la
figure2.2 le confirment.Ellesmontrentla partieimaginairedupropagateurmoyenné¦

dir
zvl » . { k dfe` b ÒÜ b ^ ð b ^ VUt . T 4 ¼ T . X ¹ qgº�)g�¼»

dansl’espacedeFourierpourdifférentsrégimesd’énergie
Üä�

. (Le mêmecomportementestob-
tenupoursapartieréelle).Cesfiguresontétéréaliséesaveclesquantitéssuivantesfixées

®¨k � o Ò ,� k Ò et
ß àbrâ k Ò . Nouspouvonsvoir quelorsquel’énergie (

Üë�
) augmente,le pic devient plus

centréen ð k Ü
et plus étroit. Au contraire,à basseénergie, la largeurdu pic devient grande

comparéeà la valeurde ð et le centredu pic sedéplacevers les bassesimpulsions.Celaa une
importancesur le propagateurévaluédansl’espaceréel. Lors de l’intégration sur les modesde
Fourier, seulesles impulsionsð prochesde

Ü
serontà considérersi

Üä�
estgrand.Celasigni-

fie quela matricesur coucheestunebonneapproximationà hauteénergie et celanousconforte
dansle sentimentqueceseffets purementquantiquesne doivent pasêtreimportantsdansce ré-
gimed’énergie. Par contre,à basseénergie, il estplusprudentdefaireattentionauxélémentsde
matrice4 horscouche.

?!#¸·7#@? ¹DPFN2'mhy;ºk7;�»[6%,.,f;ºP�17;FM�N9'0;
Nous nousplaçonsmaintenantdansle régime

Üä� � Ò , puisqu’il introduit deseffets non
triviaux. Une étudede l’influence de la densitéde sphèresdures

® Z V � ¯ montrequ’elle joue
évidemmentun rôle essentiel.Lorsqu’elleesttrèsfaible,lespartiesréelleet imaginairedu propa-
gateur

¦
dir
zvl » . { sonttrèspiquéesautourde ð kÓÜ , indiquantqueleseffetshorscouchepeuvent

êtrenégligéset quela matrice 4 peutêtreprisesur couche.Pourun milieu trèsdilué, les effets
quantiquesdûsà la taille finie despotentielsd’interactionne sontpasimportantssi la distance
entrecespotentielsesttrèsgrande.Nousavonsvu auparagraphe1.1quela matrice 4 surcouche
estobtenuefacilementàl’aide del’expressionasymptotiquedela fonctiond’onde.Pourunmilieu
trèsdilué, il estdoncnormalderetrouver la matrice4 surcouche.

L’augmentationde la densitéproduitun élargissementet un déplacementdu pic montrantla
nécessitéde prendrela matrice 4 horscouche.Lorsquele milieu devient dense,l’expressionsur
couchede la matrice 4 obtenuedefaçonasymptotiquenepeutplusrestervalablepuisquela dis-
tancemoyenneséparantdeuxcentresdiffuseursn’est plus suffisammentgrandepour permettre
l’utilisation d’expressionsasymptotiques.Lesfigures2.3montrentcettedépendancedansla den-
sité.La matrice 4 utiliséedanscescalculsnumériquesa ététronquéeselonla procéduredécrite
dansle paragraphe2.2.3.Tout ceci restequalitatif puisquel’expression

¹ qgº�)g�¼» du propagateur
n’estvalablequepourunedensitétrèsfaible. ¥lX
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Aprèsavoir vu de façonqualitative l’influence de la matricede diffusion horscouchesur le

pôle du propagateur, nousévaluonsquantitativementles correctionsqu’elle apporte.Le pôle du
propagateurestdonnéparla solutionð k ÅÜ del’équationÜ b ^ ð b ^�® t . T 4 ¼ T . X�k � o
Il n’est paspossiblede trouver la solutionanalytiquede cetteéquation,mais il estpossiblede
l’approcherpar un développementde la matrice 4 autourde savaleursur couche.Si l’on poseP z ð { Z brâß à t . T 4 ¼ T . X , le pôle est donnépar ÅÜ k�Ü ^�® P z ÅÜ { � z ÅÜ i Ü { . Pour simplifier les
notations,notonş

z ÅÜ { k P z ÅÜ { � z ÅÜ i Ü { . NousavonsalorsÅÜ kYÜ ^�® ¸ z ÅÜ {[Æ Ü ^Ü® B ¸ zvÜ { i z ÅÜ ^ Ü { ¸ w zvÜ { i Òd z ÅÜ ^ Ü { b ¸ w w zvÜ { iyõ¥õ¥õ C o ¹ �Yº��fÉ�»
De la premièreégalité,nousvoyonsque

z ÅÜ ^UÜ { estproportionnelà la densitédediffuseurs
®
.

Ceci confirmece quenousavonsvu sur les courbesdesfigures2.3, à savoir queplus la densité
estforte,plus leseffetshorscouchedeviennentimportants.Lorsque

®
estsuffisammentfaible,le

pôles’écrit ÅÜ kÓÜ ^�® ¸ zvÜ { i ® b ¸ zvÜ { ¸ w zvÜ { i � ze® 0 { o ¹ �Yº��|å¼»
Le premiertermeen densitéest proportionnelà la matrice 4 sur couche.Les correctionshors
couchen’interviennentqu’àl’ordre 2 endensité.Remarquonscependantqu’unepartiedeceterme
dudeuxièmeordreprovient dela matrice4 surcouched’énergie.Le termed’ordre2 endensité,¸ zvÜ { ¸ w zvÜ { k P zvÜ {d Ü Ä P w zvÜ {d Ü ^ P zvÜ {� Ü b�Å » ¹ �Yº��g3¼»
contienten effet unecontribution horscouched’énergie (le 1ertermeentreparenthèses)et une
contribution surcouched’énergie (le 2etermeentreparenthèses).

– À trois dimensions,un développementenpuissancesde
�

dela matrice4 etdesadérivéeP 0�Æ zvÜ { k � Ç �	^ � Ú Ç Üä� bÇ È#É Ê
onde Ë i �  Ç Ü b � 0 i �  Ú Ç Ü 0 � �Ç È#É Ê

ondesË Í 1 i � zv�1Ì {Ç È#É Ê
ondesË Í 1 Í�¿ ¹ �Yº��32g»

et P w 0�Æ zvÜ { k ÒÎÍ Ç Üë� 0Ç È#É Ê
ondesË Í 1 i

$ �Ú Ç Ü b � �Ç È#É Ê
onde Ë i � zv� Ì {Ç È#É Ê

ondesË Í 1 Í�¿ ¹ �Yº��|ö¼»
permetd’obtenirlesrelations¸ zvÜ { k d.Ç �Ü ^ d Ú Ç � b i d Ç Üë� 0 i d Ú Ç Ü b � � i � zv� Ì { »¸ zvÜ { ¸ w zvÜ { kÓ^ d.Ç b � bÜ 0 i Ú � Ç b � 0Ü b i Í Ç b � �ÜÇ È#É Ê

horscouche

+ ondep

i�� zv� Ì { o ¹ �Yº��g
¼»
¥l¥
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Leseffetshorscouchen’apparaissentpasà l’ordre del’onde � , maisseulementà l’ordre de
l’onde ð . Deplus,àcetordre,ils n’apparaissentquedansla partieréelledupôleetn’ont par
conséquentpasd’influencedirectesurle libre parcoursmoyen.
Commepourl’équation(1.33),le libre parcoursmoyenélastiqueestdonnéparÑ Æ Ò�� d &�( ÅÜUo
À trois dimensions,il devient Ñ Æ Ò� Ç ®c� b Ä Ò ^ d.Ç ®�� 0zvÜä� { b Å o ¹ �Yº�)g�¼»
Cetteexpressiondu libre parcoursmoyenneprovientquedela matrice4 surcouched’éner-
gie.Leseffetshorscouched’énergie n’apparaissentqu’à un ordreplusélevé enpuissances
de
�
.

– À deuxdimensions,le développementdela matrice4 pour
�ï° �

estP b Æ zvÜ { k ^ � ÚÒ[i b ¶� 587 Ü w �Ç È#É Ê
onde Ë i d.Ç zvÜë� { bÇ È#É Ê

onde
1 i � Ä � b587 b Üë� Å ¹ �Yº�)@q�»

et P w b Æ zvÜ { k � Ç Üä� bÇ È#É Ê
onde

1 i � Ú Üä� bÒ[i b ¶� 587 Ü w �Ç È#É Ê
onde Ë i � zv� � { o ¹ �Yº�)|�¼»

Nousavonsutilisé la notation
Ü w k>Ü ´#Ï � d . Le 1eret le 2eordreendensitédu pôles’écri-

vent ¸ zvÜ { k ^ d ÚÜ¹z Ò-i b ¶� 587 Ü w � { i Ç Üä� b i � z � b587 Üä� { »
¸ zvÜ { ¸ w zvÜ { k dÜ 0 Òz Ò�i b ¶� 587 Ü w � { bºÐÑÑÒ Ò ^ Ú Ç zvÜä� { b z Ò-i d ÚÇ 587 Ü w � {Ç È#É Ê

onde
1

+ horscouche

i � B � � CÎÓÕÔÔÖ o ¹ �Yº�)g)¼»
Le libre parcoursmoyenestalorsÑ Æ Ü 5u7 b Üä�® Ç b Û Ò-i Ç ®Ü b 587 Üä� B Ò�i zvÜä� { b 5u7 Üä�Ç È#É Ê

onde
1

+horscouche

CBÞ o ¹ �Yº�)fÉ�»
Les effets hors couched’énergie apparaissentau mêmeordre que les correctionsduesà
l’ondepartielleð dansle libre parcoursmoyenélastique.Ils apparaissentenoutreaudeuxi-
èmeordredansla densité.

Pouravoir touteslescorrectionsau2eordreendensité,il fautaussitenir comptedescorrec-
tions à deuxcorps, provenantdesséquencesde diffusion entredeuxcentresdiffuseurs

z Ú Ê|ÚÕ{ iz Ú Ê|ÚEÊc{ i�õ¥õ¥õ . Cependant,le calcul de la moyennedu termeà uneboucle
z ÚEÊ:ÚÕ{ (derniertermede¥	¸
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l’équation

¹ qgº��g
¼» ), utilisant lesélémentsdematrice 4 horscouche,fait intervenir uneintégraledu
type ù E b ¬ E ÊãË ¶ z E � {vÊBË à z E � {vÊBË�> z E � {vÊBË�× z E � {zvÜ b ^ E b i Ú_ôp{ b ¹ �Yº�)|å¼»
à3dimensions.(Lemêmegenred’intégraleapparaîtàdeuxdimensions,oùlesfonctionsdeBessel
sphériquessont remplacéespar desfonctionsde Besselordinaires).Cetteintégralene s’évalue
qu’aveccertainesconditions(voir appendiceC) qui nesontpasvérifiéesici. Ceproblèmemontre
que la matrice 4 hors couched’énergie ne peut pasêtre utilisée dansune approcheoù l’on a
supposélespotentielssansvolume.Lesélémentsde matrice 4 horscouched’énergie sontdûsà
la taille finie desdiffuseurs.Il estdoncplus cohérentde tenir comptedu volumedesdiffuseurs
lorsquela moyennedoit êtreprise.

Deplus,le problèmeposéparla chaîne
z ÚEÊ:ÚÕ{ suggèrederevoir l’ordre desdifférentesintégra-

tions,à savoir l’intégration sur les vecteursd’ondeintermédiaireset l’intégrationsur la position
descentresdiffuseurs.Physiquement,la sommesurtouslesétatsintermédiairesdevrait êtreeffec-
tuéeenpremierlieu, la moyenned’ensemblevenantensuite.C’estcequi estfait dansle prochain
chapitreoù le propagateurestcalculéensommantsurtouslesétatsvirtuelssansfairela moyenne.
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Dansle chapitreprécédent,nousnoussommesconcentréssur l’évaluationdematrice 4 hors
couched’énergie.Au premierordreendensité,l’énergiepropredupropagateurmoyenresommant
les chaînesdirectesest reliéeà cettematrice 4 . Nousavonsmontréquedescorrectionsduesà
l’existenced’élémentsdematrice4 horscoucheapparaissentàl’ordredeuxendensité.À cetordre,
il fautégalementprendreencompteleschaînesindirectes(cellesdanslesquellesil y a diffusion
répétéeentredeuxcentres).Mais le calculdela chaîneû<ügý�ü�þ aveclesmatrices4 horscoucheaprès
avoir fait la moyennesur lespositionsconduità desproblèmesmathématiquesprovenantdu fait
quela sériedeWatsonn’estpasdéfinielorsquelespotentielsserecouvrent— voir l’équ. (2.35).

Nousnousproposonsici decalculerle propagateurdel’électrondansun systèmedésordonné
particulier. Pourcela,nousreprenonsla sériede Watsonet calculonschaquetermede la série
enfonctionde la positiondechaquecentrediffuseur. Nouscommenceronsparévaluerlesdiffé-
rentstermesen dimensiondeux.La fonction d’ondede l’électron dansce systèmepeutensuite
sedéduiredecepropagateurà l’aide de l’équationdeLippmann-Schwinger. Lesexpressionsdu
propagateuretdela fonctiond’ondesontégalementdérivéespourlessystèmesàtroisdimensions.

Le calculqui suitpeutêtregénéraliséàunsystèmecomposédepotentielsdetaillesdifférentes
et detypesdifférents(puitsdepotentiel,barrière,sphèredure).Pourun centreü donné,on aurait
un rayon ÿ�� etunematrice4�� associéeautypedepotentiel.La distanceentrelesdifférentscentres
diffuseursseraitbornéeinférieurement(

� ����� ÿ��
	Ãÿ�� ) pour éviter que deux potentielsne se
recouvrent.

���� ����� ô������eù�õ�ò���ò����! ¢óTù!"W÷��çö$#�÷Kò%�&�('�"W÷���òKø
� ö�� öKù*)z÷%�eù'õúò+"W÷%���-,øuõúò%"�÷%�
.�/�01032�4�5127698�:;/9:=< 8>6@?

endimension2, l’élémentdematrice4 s’écrit

ACBEDGF 4eûCHKþ F BJI@K L�MNPORQTSVUXW � U�Y[Z;\^](Z!_ Aa`bDaF 41ûCH�þ F `cI Ued
où f estl’angledu vecteurd’onde

B
et f D celui de

B D
.

gih



jlknmnoqpVrtsvuxw º o�y!z�{(|P}�|P~*��z����c|P�c�������*�>�*~!���7���e�X������~*y!���v�>�[���c������y!�
���G�i�G� ���i�G�����v�@���G�¡ P¢(£¤�q�(¥��>�§¦©¨Cª(«

Lesdiversesmatrices4 pourtrois typesdepotentiels(chapitre2) étantconnues,le calculdes
différentesséquencesde diffusion peutsefaire de façongénérale.La séquencede diffusion sur
deuxpotentielsdistinctsü et ý s’écrit

ACBEDGF 4���ûCH�þ*¬ Y®i_¯ ûCH�þU4=�xûCH�þ F BJIK S±°�² ACB D F 4eûCHKþ F B
³�I�ACB
³�F 4eûCHKþ F BJIHµ´¶Hv·�¸J	ºüV¹ W ] � Y ° \^] ° ² _^ºq» W ] � Y ° ² ] ° _�ºJ¼

K ½û N�¾ þ M L MNPORQ¿W ] � ° \ ºq»^ � ° ºJ¼ÁÀ `�Â�Ã�`>Â�Ã f ÂÄ Ml´ `�Â M 	�üV¹
iÅ
SU ¸VÆ ]�ÅÇW �

U ¸ Y[Z \ ](Z ¸ _ Aa`bDGF 41ûCH�þ F `>Â�I U ¸
È

iÅ
SUlÉ Æ ]�Å W �

U É YÊZ ¸ ](Z!_ Aa`�ÂPF 41ûCHKþ F `cI UËÉ iÅ
SU�Ì Æ ]�Å ü U ÌPÍ U�Ì û `�Â � �Î��þ W � U Ì Y[Z ¸ ](Z-» ¼=_ d

où l’onde planea étédéveloppéeen ondespartielles,
� ���ÐÏ F Ñ � ´ Ñ � F estla distanceentreles

deuxdiffuseurset f9��� estl’angledu vecteur
Ñ �E´ Ñ � parrapportà l’axe desabscisses.

L’intégrationsur f Â fait apparaîtreun facteur
N�¾ÓÒ U ¸!Ô UËÉ-�UlÌ . Il s’ensuitque

ACB D F 4 � ûCHKþ*¬ Y®i_¯ ûCH�þU4 � ûCH�þ F BJIK ½N�¾ LbMNPORQRW ] � ° \ ºq»^ � ° ºJ¼ S U ¸ S UlÉ S UlÌvW �
U ¸ Z \  � UËÉ;Z! � UlÌ=Y±Õ3Ö M ](ZV» ¼×_ Ò U ¸!Ô UËÉ-�UlÌ

È À
Å
¯

` Â Ã�` ÂÄ M�´ `>Â M 	ºüV¹ Aa`bDGF 41ûCHKþ F `�Â�I U ¸ Aa`>ÂPF 4ZûCHKþ F `cI U É Í U Ì û `>Â � ��� þ=Ø
Le calculdecettedernièreintégralefait intervenir lesexpressionsdesélémentsdematrice 4 hors
coucheobtenusauchapitre2. L’intégraleradialeintervenantdansl’expressionprécédenteestéva-
luéepar le théorèmedesrésidusdansl’annexe C. L’élémentdematrice

Aa` D F 41ûCH�þ F `>Â�I U ¸ pourun
disquedur, donnépar

¹aÙ º®Ú9Ûg» , contientun termeen û ` D M ´ `>Â M þ ] Â qui sembledonnerunesingu-
larité en

`>ÂÜKÞÝ�` D
. L’élémentde matrice

Aa` D F 41ûCHKþ F `�Â�I U ¸ estanalytiquequel quesoit
`>Â

et n’a
donc pasde pôle en

`�Â�KßÝ�` D
: c’est en fait l’élément de matrice 4 hors coucheélastiquede

l’équation(2.19).Nousavonsdéjàvu quecelui-cin’a pasdecomportementsingulieret le contour
choisi pour le calcul de cetteintégraleest celui de la Fig. C.1. (Remarque: un calcul avec un
contourévitant les pseudo-pôlesen

` Â KàÝ�` D
aboutitau mêmerésultat,maisdemandeun tra-

vail supplémentairelong et fastidieux).Il estégalementfacile de vérifier queles matrices4 des
équations

¹aÙ º®Ú�á¼» et
¹aÙ º Ù w » nepossèdentpasdepôlesnonplus.Le seulvrai pôleestalorscelui du

propagateur.

Les conditionsde convergencede l’intégrale donnéespar les équations(C.2) sontvérifiées
quelquesoit le termedel’élémentdematrice4 pris encompteparle simplefait quele symbole

Ò
deKronecker forcela relation

O ÂlK O M 	 O�â . Onaeneffet

ãåä 	 O Â 	 O M 	 O â pair lorsque
ä K N dä 	 F O ÂæF 	 F O M F1K ä 	 F O M 	 O�â F 	 F O M F � ä 	 F O�â F�çèF O�â F Ø

La condition
� �Î� � N ÿ estimposéepar le fait queles potentielsne peuvent pass’interpénétrer.

g�é



w º®Úgº u¤êb{�y!�����*��z��R|P�(|Pë®�b~*��ì��c���ií ���c���!î�ì��c���c���������>�[���c�*��z��Rì��c��ë���z��cì��c�
Ainsi,À Å

¯
` Â Ãb` ÂÄ M ´ `>Â M 	ºü-¹ Aa`bDGF 41ûCHKþ F `�Â�I U ¸ Aa`�ÂPF 41ûCHKþ F `cI U É Í U Ì û `�Â � ����þK ´úü ¾ N Aa` D F 41ûCH�þ F Ä I U ¸ A Ä F 41ûCHKþ F `cI UËÉ�ï Y Â _UlÌ û Ä�� ����þ d ¹ w º®Ú�»

où le terme üV¹ a éténégligé.Il fautgarderenmémoireque
Ä

signifieenfait
Ä 	nüV¹ ; cettepartie

imaginaireinfinitésimaleseraimportantepar la suite,enparticulierpour le calculdela moyenne
desséquencesdediffusion.Celasignifiequel’énergie physiquedu propagateuresttoujoursprise
dansle demi-plancomplexesupérieur. L’expressiondelaséquencedediffusionsurdeuxpotentiels
situésen

Ñ � et
Ñ � s’écrit finalement

ACB D F 4���ûCHKþ*¬ Y®i_¯ ûCH�þU4=�xûCH�þ F BJIK ½ð ü L MNPORQ W ] � ° \ ºq»^ � ° ºÁ¼ S U ¸ S UlÉnW �
U ¸ Z \ ] � UËÉ;Z! � Y±U ¸ ]cUËÉ*_CYÊÕ�Ö M ](Z-» ¼�_

È Aa` D F 41ûCHKþ F Ä I U ¸ A Ä F 4ZûCHKþ F `cI UlÉ ï Y Â _U ¸ ]cUËÉ û Ä�� ��� þ=Ø ¹ w º Ù »
Dansle casdesdisquesdurs,cetteséquencedediffusionseramèneà

ACB D F 4 � ûCHKþ*¬ Y®i_¯ ûCH�þU4 � ûCH�þ F BJIK ð ü L�MNPORQ W ] � ° \[ºq»^ � ° ºÁ¼ S U ¸ S UlÉnW �
U ¸ Z;\^] � UËÉ;Z! � Y±U ¸ ]cUËÉ*_CYÊÕ�Ö M ](Z-» ¼�_

È
Í U ¸ û ` D ÿ�þï Y Â _U ¸ û Ä ÿ�þ

Í UlÉ û ` ÿ�þï Y Â _UlÉ û Ä ÿ�þ ï Y Â _U ¸ ]cU É û Ä�� ����þ=Ø ¹ w º w »
Danscetteexpression,onreconnaîtlesrapportsdesfonctionsdeBesseletHankel qui représentent
l’interaction,et la fonctiondeHankel qui représentela propagationdel’électrondudiffuseurý au
diffuseurü .

Cetteexpressionestvalablepour
� ����� N ÿ . La conditiondenonrecouvrementdespotentiels

ne peutpasêtrerelaxéesimplementavec cetteapproche.Le développementen sériede Watson
n’estvalablequelorsquelespotentielssontdistincts.Celapeutsevoir dansle calculdesexpres-
sionsdechaquetermedela série.Lorsque

� �Î��ñ N ÿ , l’intégrale(C.1)divergeexponentiellement.
Lorsquedeuxcentresse recouvrent,ils doivent doncêtre traitéscommeun objet entieret non
commedeuxentitésdistinctes.Cetobjetnepeutêtredécritsimplementpardeuxmatricesdedif-
fusionet il faudraitlui définirunematricedediffusionassociée.À la conditiondepouvoir définir
un potentieluniquepour cet objet, la sériede Watsonseraitencoredéfinie.Elle ferait alorsap-
paraîtredestermesdediffusionsurdesobjetssimples(potentielsindividuels)et d’autressurdes
objetscomposites(regroupementdepotentielssechevauchant).La difficulté estdeconnaîtreles
expressionsdesmatricesdediffusionsurlespotentielsparticuliersqueformentlesregroupements
de potentielsindividuels.Ceci pourraitêtreenvisagépar un calcul d’expressionsasymptotiques
dansle casd’un milieu diluécomposédediversobjets,maisil estpeuprobablequ’il soitpossible
deconserver toutel’information offerteparlesélémentsdematrice4 horscouche.Cesélémentsde
matrice4 horscouchepermettenteneffet deconnaîtrela fonctiond’ondeentoutpointdel’espace,
mêmeauvoisinagedupotentiel,contrairementauxexpressionsasymptotiques.

g�ò
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Nousévaluonsici uneséquenceà trois diffusionsen nousaidantdu calcul précédent.Ici, le
centrediffuseur

`
peutêtre identiqueau centrediffuseur ý , mais il estnécessairementdifférent

de ü . L’expression(3.2)permetd’écrireACB D F 49·1ûCH�þ*¬ Y[i_¯ ûCHKþU4���ûCH�þ*¬ Y[i_¯ ûCHKþU4×�xûCHKþ F BJIK S °�² ACB D F 49·ZûCH�þ F B
³�IHµ´öH÷·�¸Á	ºü-¹ ACB ³ F 4 � ûCHKþ*¬ Y[i_¯ ûCHKþU4 � ûCHKþ F BJI
Kø½ð ü W � ° ºJ¼û N�¾ þ-M S U ¸ S UlÉ W ] � UlÉ;Z! � Y±U ¸ ]cUlÉ;_aY±Õ3Ö M ](ZV» ¼×_ A Ä F 41ûCHKþ F `cI UËÉ�ï Y Â _U ¸ ]cUËÉ û Ä�� ��� þÀ `>Â!Ã�`�Â�Ã f ÂÄ M�´ `>Â M 	ºüV¹ ACB D F 4eûCH�þ F B ³ I W ] � Y ° \ ] °3² _^º@ù W ] � °�² ºq» W � U ¸ Z ¸ Aa` Â F 41ûCHKþ F Ä I U ¸ Ø

L’intégraledevient

L MNPORQRW ] � ° \ º@ù S U W � UlZ \ À
Å
¯

`�Â�Ã�`>ÂÄ M ´ `�Â M 	�üV¹ Aa`bDGF 41ûCH�þ F `>Â�I U Aa`>ÂPF 41ûCH�þ F Ä I U ¸À Ã f Â W � ·�¸Vú ù »=û©ü*ý Y[Z ¸ ](Z;ù » _C] � YÊU�]cU ¸ _�Z ¸
K N�¾ L MNPORQ W ] � ° \Êº@ù S UXW � U�Z;\ W � Y±U÷]cU ¸ _aY±Õ3Ö M ](Z-ù » _
È À

Å
¯

`>Â�Ãb`>ÂÄ M ´ ` Â M 	ºü-¹ Aa`bDGF 41ûCHKþ F ` Â I U Aa` Â F 41ûCHKþ F Ä I U ¸ Í U�]cU ¸ û ` Â � · � þ=Ø
Ici, nousavonsutilisé la forme intégrale(A.4) de la fonctiondeBessel,maisl’onde planeaurait
trèsbienpuêtredéveloppéeenondespartiellescommecelaaétéfait pourla chaîneû<ü<ý1þ , le résultat
auraitétéévidemmentinchangé.Les critèresde convergence(C.2) pour cettedernièreintégrale
sontvérifiés: þÿ�� ä 	 O 	 O Â 	 û O ´ O Â þ avec

ä K N
estpair,� · � � N ÿ dä 	 F O F 	 F O Â9F � ä 	 F O ´ O Â9F>çèF O ´ O ÂæF Ø

L’intégralesurle modulede
B
³

dansla dernièreégalitéestla mêmequecelleévaluéeen(3.1).On
trouve alorsqueACB D F 49·½ûCHKþ*¬ Y[i_¯ ûCHKþU4���ûCHKþ*¬ Y[i_¯ ûCHKþU4=�1ûCHKþ F BJIK ½û ð ü�þ M L MNPORQRW ] � ° \ º@ù= � ° ºJ¼ S U ¸ S UlÉ S UlÌ W �

U ¸ Z \ ] � U Ì Z! � YÊU ¸ ]cU É _CY±Õ3Ö M ](Z;ù » _^ � Y±U É ]cU Ì _aY±Õ3Ö M ](ZV» ¼�_
È Aa`bDaF 41ûCH�þ F Ä I U ¸ A Ä F 41ûCH�þ F Ä I U É A Ä F 41ûCHKþ F `cI U Ì ï Y Â _U ¸ ]cU É û Ä�� · � þ ï Y Â _U É ]cU Ì û Ä�� ��� þ=Ø

Pourlesdisquesdurs,il vient immédiatementACB D F 49·ZûCHKþ*¬ Y[i_¯ ûCH�þU4���ûCHKþ*¬ Y[i_¯ ûCHKþU4=�1ûCHKþ F BJIK ´ ð ü L MNPORQ W ] � ° \ º ù  � ° ºJ¼ S U ¸ S UËÉ S U�Ì W �
U ¸ Z \ ] � UlÌ*Z! � Y±U ¸ ]cUËÉ*_CYÊÕ�Ö M ](Z ù » _^ � YÊUlÉ×]cUlÌ!_CY±Õ3Ö M ](Z-» ¼�_

È
Í U ¸ û ` D ÿ�þï Y Â _U ¸ û Ä ÿ½þ

Í UlÉ û Ä ÿ�þï Y Â _UËÉ û Ä ÿ½þ
Í UlÌ û ` ÿ�þï Y Â _UlÌ û Ä ÿ�þ ï Y Â _U ¸ ]cUlÉ û Ä�� · � þ ï Y Â _UlÉ=]cUlÌ û Ä�� ����þ=Ø���
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Le mécanismedu calculd’uneséquencedediffusionapparaîtmaintenantclairementet nous
pouvonsendéduirel’expressiond’uneséquencedediffusiontout à fait générale.Il estd’ailleurs
assezremarquablequelesconditions(C.2)sur lesordresdesdifférentesfonctionsdeBessel,né-
cessairesaucalculdesintégralessurlesmodulesdesvecteursd’ondeintermédiaires,sonttoujours
vérifiéesgrâceauxintégralesangulaires.Le termedela sériedeWatsondécrivant � diff diffusions
s’écritACB D F 4���ûCH�þ*¬ Y®i_¯ ûCH�þU4=�xûCH�þ*¬ Y[i_¯ ûCHKþU49·�ûCH�þ*¬ Y[i_¯ ûCHKþ�������¬ Y®i_¯ ûCHKþU4���ûCHKþ*¬ Y[i_¯ ûCH�þU4��ÀûCHKþ F BJIK ½û ð ü�þ � diff

] Â L MNPORQ W ] � ° \ ºq»^ � ° º�� S Ul» S U
¼ S Ulù ����� S U�� S U � W � U�»ôZ \ ] � U��PZ
È W � Y±Ul»©]cU¤¼=_aY±Õ3Ö M ](ZV» ¼�_^ � Y±U¤¼�]cU ù _aY±Õ3Ö M ](Z ¼ ù _^������ � Y±U � ]cU���_CYÊÕ�Ö M ](Z � � _È Aa` D F 41ûCHKþ F Ä I U�» A Ä F 41ûCHKþ F Ä I U
¼ ����� A Ä F 41ûCH�þ F Ä I U�� A Ä F 41ûCHKþ F `cI U��È ï Y Â _U�»©]cU
¼ û Ä�� ��� þ ï Y Â _U¤¼�]cUËù û Ä�� � ·�þ������ ï Y Â _U��ô]cU�� û Ä�� � � þ=Ø

¹ w º ��»
Ici, chaquematrice4 peutreprésenterunpotentieldifférent(disquedur, barrièreoupuits)derayon
différent.Danscecas,il faudraitindicerlesopérateurs4 defaçonàreconnaîtrela formeet la taille
desdifférentspotentiels.

Danscetteexpression,il est intéressantde constaterque chaquematrice 4 interneest sur
coucheet quelesdeuxmatrices4 externessontsemihorscouche.L’écrituredechaqueséquence
dediffusionn’estdoncpaspluscompliquéehorscouchequesurcouche.Lestermeshorscouche
sontseulementdanslesdeuxmatrices4 externes.

Par ailleurs,du fait de la taille finie descentresdiffuseurs,il existe un couplagedesondes
partiellesempêchantl’écriture de cetteséquencede diffusion sousla formed’un simpleproduit
dematrices4 .

Dansle casoù touslespotentielssontdesdisquesdursdemêmerayon,l’expressiondevient

ACB D F 4���ûCHKþ*¬ Y[i_¯ ûCHKþU4=�ZûCHKþ*¬ Y[i_¯ ûCH�þU49·�ûCHKþ*¬ Y[i_¯ ûCH�þ�Ø�Ø�Ø�¬ Y[i_¯ ûCH�þU4��:ûCH�þ*¬ Y®i_¯ ûCHKþU4��qûCH�þ F BJIK û-´ ½ þ � diff
ð ü L MNPORQ�W ] � ° \ º@»^ � ° º � S U�» S U
¼ S UËù Ø�Ø�Ø S U�� S U�� W � U�»^Z \ ] � U � Z

È W � Y±U�»©]cU
¼×_CYÊÕ�Ö M ](Z-» ¼�_^ � YÊU
¼9]cUlù×_CYÊÕ�Ö M ](Z ¼ ù�_ô������ � YÊU�� ]cU � _aY±Õ3Ö M ](Z
� � _È
Í U�» û ` D ÿ�þï Y Â _U�» û Ä ÿ½þ

Í U
¼ û Ä ÿ½þï Y Â _U
¼ û Ä ÿ½þ
Í Ulù û Ä ÿ½þï Y Â _U ù û Ä ÿ�þ Ø�Ø�Ø

Í U�� û Ä ÿ½þï Y Â _U � û Ä ÿ�þ
Í U�� û ` ÿ½þï Y Â _U�� û Ä ÿ½þÈ ï Y Â _U�»C]cU¤¼ û Ä�� �Î��þ ï Y Â _U
¼�]cUlù û Ä�� � ·�þ�Ø�Ø�Ø ï Y Â _U��ô]cU � û Ä�� � � þ=Ø ¹ w º! ¼»

��#" $ õúòHøió�ù�õ�ò ö$#�õúòKö��
À partir desexpressionsdechaqueséquencedediffusioncontenuedansla sériedeWatson,la

fonctiond’onded’un électronsepropageantdansunsystèmedésordonnéfixé s’obtientà l’aide de
l’équationdeLippmann-SchwingerF�%'&�I�KåF (�I 	*) ¯ ûCH,+"þ#-}ûCH,+Wþ F (�I Ø ¹ w º�á¼»
où - représentela sériedeWatson(1.21). �/.
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Pourobtenirl’amplitudedediffusiondela fonctiond’ondedansl’espaceréel,le ket

F�%'&nI
est

projetésurla basedespositions.Le premiertermedediffusiondela sériedeWatsonestdonnépar

A10�F ¬ ¯ 4�� F (�IqK ½2 Q S ° \ W � ° \43H,+¡´¶H÷· \ 	ºü-¹ W ] � Y ° \ ] & _�ºq» ACBED©F 5 ûCHKþ F (�I
K ´ ½2 Q W � & º@» S UXW � U�YÊÕ�Ö M EZ#687:9 » ](Z!_ Í U û Ä ÿ½þï Y Â _U û Ä ÿ½þ ï Y Â _U û Ä F 0 ´ Ñ � F þ d ¹ w º Ûg»

où f<; ] ú » est l’angle quefait le vecteur
0 ´ Ñ>= avec l’axe desabscisses.La seuleénergie appa-

raissantdanscetteexpressionestl’énergie physiqueH K L�M Ä M�? NPO . L’expressionestsurcouche
d’énergie et la diffusion sur un centrediffuseurcalculéeau chapitre1 à l’équation(1.6) estre-
trouvéeen posant

Ñ � K � . Pourles autresséquencesde diffusion, il fautévaluerdestermesdu
type A10�F ¬ ¯ 5 �a¬ ¯ 5 �9¬ ¯ 5 ·�¬ ¯ �����×¬ ¯ 5 �ô¬ ¯ 5 � F (�IK ½2 Q S ° \ W � ° \ 3H@+¡´öH · \ 	ºüV¹ ACB D F 5 �a¬ ¯ 5 �9¬ ¯ 5 ·3¬ ¯ �����×¬ ¯ 5 �^¬ ¯ 5 � F (�I d ¹ w º!A¼»
où lesopérateurs¬ ¯ et

5 � sontpris à l’énergie physiqueH,+ . L’intégraleà évaluerpourcalculer
cetteexpressionest

S ° \ W � ° \43H + ´¶H · \ 	ºüV¹ W ] � ° \ ºq»^ � Ul»^Z \ Í Ul» û `bD ÿ½þ=Ø
La formule

¹ j º! ¼» del’annexe C conduitaurésultat

´ üð NPORQL M W � U�»GY±Õ3Ö M EZ
6B7�9 » _*Í U�» û Ä ÿ�þ ï Y Â _U�» û Ä F 0 ´ Ñ � F þ=Ø
Ainsi le termegénéraldela fonctiond’ondes’écritA10�F ¬ ¯ 5 �©¬ ¯ 5 �æ¬ ¯ 5 ·P¬ ¯ �����×¬ ¯ 5 �ô¬ ¯ 5 � F (�IK ´ û-´ ½ þ � diff2 Q W � & º � S U�» S U¤¼ S Ulù ����� S U�� S U���W ] � U � Z! � Ul»CY±Õ3Ö M EZ
6B7�9 » _

È W � YÊU�»G]cU
¼=_CY±Õ3Ö M ](Z-» ¼�_^ � Y±U¤¼9]cU ù _CY±Õ3Ö M ](Z ¼ ù _ô������ � YÊU � ]cU���_CYÊÕ�Ö M ](Z � � _
È
Í U�» û Ä ÿ�þï Y Â _Ul» û Ä ÿ�þ

Í U
¼ û Ä ÿ½þï Y Â _U¤¼ û Ä ÿ�þ
Í U ù û Ä ÿ�þï Y Â _UËù û Ä ÿ�þ ����� Í U � û Ä ÿ�þï Y Â _U�� û Ä ÿ�þ

Í U�� û Ä ÿ�þï Y Â _U � û Ä ÿ½þÈ ï Y Â _Ul»C]cU
¼ û Ä�� ����þ ï Y Â _U
¼�]cU ù û Ä�� � ·�þ������ ï Y Â _U � ]cU�� û Ä�� � � þ ï Y Â _Ul» û Ä F 0 ´ Ñ � F þ=Ø
¹ w º!C¼»

Dansla limite où
Ä ÿED ½ , seulel’onde F domine(lesrapports GIH Y +KJ _LNM ¸POH Y +KJ _ sonttrèsvite négli-

geableslorsque
ORQK*S

). La fonctiond’ondesesimplifie alors

A10�F ¬ ¯ 5 �©¬ ¯ 5 �æ¬ ¯ 5 ·P¬ ¯ ������¬ ¯ 5 �ô¬ ¯ 5 � F (�IqK W � & º �2 Q T
´
Í ¯ û Ä ÿ�þï Y Â _¯ û Ä ÿ½þ�U � diff

È ï Y Â _¯ û Ä�� ����þ ï Y Â _¯ û Ä�� � ·�þ������ ï Y Â _¯ û Ä�� � � þ ï Y Â _¯ û Ä F 0 ´ Ñ � F þ=Ø ¹ w º®Ú�V¼»
Danscettelimite, la fonctiond’ondes’écrit commeun simpleproduitparcequetouteslesondes
partielles,autresquel’onde F , ontéténégligées.�XW
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Nousrépétonsici lesétapesprécédentesdansle casde la propagationd’un électrondansun
systèmeà trois dimensions..�/�01032�4�5127698�:;/9:=< 8>6@?

l’élémentdematrice
5

estnoté

ACB D F 5 ûCHKþ F BJI@K L MNPORQ ð ¾
iÅ
S ��Æ ¯  �SU Æ ] ��d U,e� û[fB D þ d U� ûPf B þ Aa` D F 5 ûCHKþ F `cI �VØ

���ô�¤�G� gh	ji÷�� k	lJ¥  ��`���q�(�`mè�>�(¥����1�( 
La séquencedediffusionsurdeuxcentresdiffuseursexpriméedansla basedesondesplanes

etdéveloppéeenondespartiellesest

ñ BED©F 5 ��ûCHKþ!¬ Y[i_¯ ûCH�þ 5 �xûCH�þ F B çK S °3² ACB D F 5 ûCH�þ F B
³�I�ACB
³>F 5 ûCH�þ F BJIHT´¶H÷· ¸ 	�üV¹ W ] � Y ° \ô] ° ² _�º@» W ] � Y ° ² ] ° _^ºJ¼
K ½û N�¾ þ â L MNPORQ W ] � ° \Êº@»^ � ° ºJ¼
À ` M Â Ãb`>Â�Ãon ÂÄ Ml´ `>Â M 	ºüV¹
È ð ¾

iÅ
S�[¸VÆ ¯  �[¸SU ¸VÆ ] �[¸pd U ¸ e� ¸ û[fB D þ d U ¸� ¸ û�qB
³ þ Aa` D F 5 ûCHKþ F `�Â�I �[¸

È ð ¾
iÅ
S� É Æ ¯  � ÉSU É Æ ] � É d UlÉBe� É ûPf B þ d UlÉ� É û�qB
³ þ Aa`�ÂPF 5 ûCHKþ F `cI � É

È ð ¾
iÅ
S� Ì Æ ¯  � ÌSU�Ì Æ ] � Ì ü � Ì ý�� Ì û `>Â � ����þ d U�Ìre� Ì û qÑE= s þ d U�Ì� Ì û�qB
³ þ=Ø

L’intégrationsur l’angle solided’un produit de trois harmoniquessphériquesfait apparaîtreles
symboles« tÕý » deWigner[67, App. C]À ÃunnÂ d U ¸�[¸ û�qB
³ þ d UËÉ� É û�qB
³ þ d UlÌ� Ì û�qB
³ þ

Kwv û Nkx Â 	 ½ þ#û Nkx M 	 ½ þ#û Nkx^â 	 ½ þð ¾ y x Â x M x^âS S S{z y x Â x M xôâO Â O M O â z Ø ¹ w º®Ú3Ú�»
Étantdonnéque y x Â x M x^âO Â O M O�â z K û-´ ½ þ �®¸  � É; � Ì y x Â x M x^â

´ O Â ´ O M ´ O�â z d
le résultatde l’intégration angulaire(3.11) implique que

x Â 	 x M 	 xôâ
estpair, ce qui permetde

vérifier la premièreconditionde(C.6).La deuxièmeconditionde(C.6) estautomatiquementvé-
rifiée puisqueles configurationschoisiesn’autorisentpasle recouvrementdespotentiels.Enfin,
la dernièreconditionde (C.6) estvérifiéegrâceaux relationsdu triangledessymboles« tÕý » :F x Â ´ x M F`| x â | F x Â 	 x M F . La formule d’intégration(C.7) peutalorsêtreutilisée.Commedans��g
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le casà deux dimensions,c’est l’intégration angulairequi fournit les conditionsnécessairesà
l’intégrationsurle moduleduvecteurd’onde.Il vient

ñ B D F 5 ��ûCHKþ�¬ Y[i_¯ ûCHKþ 5 �1ûCHKþ F B¶çK ½û N�¾ þ â L MNPORQ¿W ] � ° \ ºq»^ � ° ºJ¼ û ð ¾ þ#} Ö M
È
iÅ
S�[¸VÆ ¯  �[¸SU ¸VÆ ] �®¸ iÅS� É Æ ¯  � ÉSUlÉ Æ ] � É iÅS� Ì Æ ¯  � ÌSUlÌ Æ ] � Ì ü � Ì d U ¸ e� ¸ û[fB D þ d UlÉBe� É û~f B þ d U�Ìre� Ì û qÑ>= s þ

È�� û Nkx Â 	 ½ þ#û Nkx M 	 ½ þ#û Nkx â 	 ½ þNy x Â x M x^âS S S z y x Â x M xôâO Â O M O�â z
È�� ´ ¾ N�� Ä Aa` D F 5 ûCH�þ F Ä I �[¸ A Ä F 5 ûCHKþ F `cI � É�� Y[i_� Ì û Ä�� ����þ=Ø

Pour les sphèresdures,les élémentsde matrice
5

sont remplacéspar leur expressionsemihors
couchedu paragraphe2.2.2et la séquencededeuxdiffusionss’écrit

K ´ L MNPORQ û ð ¾ þ } Ö MÄ W ] � ° \ ºq»^ � ° ºJ¼
È
iÅ
S�[¸GÆ ¯  � ¸SU ¸VÆ ] �®¸ � Nkx Â 	 ½ d U ¸ e�[¸ û fB D þ iÅS� É Æ ¯  � ÉSUËÉ Æ ] � É � Nkx M 	 ½ d UËÉBe� É û f B þ

È
iÅ
S� Ì Æ ¯  � ÌSU�Ì Æ ] � Ì ü � Ì � Nkx^â 	 ½ d UlÌre� Ì û qÑE= s þ

È y x Â x M x^âS S S z y x Â x M xôâO Â O M O�â z ý��[¸ û ` D ÿ�þ� Y[i_�[¸ û Ä ÿ�þ ý�� É û ` ÿ½þ� Y®i_� É û Ä ÿ�þ � Y[i_� Ì û Ä�� �Î��þ=Ø ¹ w º®Ú Ù »
Enpermutant

x â
et
x M , et sachantquey x Â x M xôâO Â O M O�â z K û-´ ½ þ �[¸  � É; � Ì y x Â x M x^âO Â O M O�â z d

cetteséquencedediffusionpeutsemettresousla forme

ñ BEDGF 5 � ûCHKþ�¬ Y[i_¯ ûCHKþ 5 � ûCHKþ F B çK ´ L MNPORQ û ð ¾ þ } Ö MÄ W ] � ° \ ºq»^ � ° ºJ¼
È
iÅ
S�[¸VÆ ¯  �[¸SU ¸VÆ ] �®¸ � Nkx Â 	 ½ d U ¸ e�[¸ û[fB D þ iÅS� É Æ ¯  � ÉSUËÉ Æ ] � É ü � É � Nkx M 	 ½ d UlÉBe� É û qÑ>= s þ

È
iÅ
S� Ì Æ ¯  � ÌSU�Ì Æ ] � Ì � Nkx â 	 ½ d U�Ìre� Ì ûPf B þ

È y x Â x M x^âS S S z y x Â x M xôâO Â O M O â z ý��[¸ û ` D ÿ�þ� Y[i_� ¸ û Ä ÿ�þ ý�� Ì û ` ÿ½þ� Y®i_� Ì û Ä ÿ�þ � Y®i_� É û Ä�� �Î��þ=Ø ¹ w º®Ú w »���
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Le calcul de toutesles séquencesde diffusion sefait commedansle casà deuxdimensions
en ajoutantunematrice

5
à chaquediffusion et en intercalantles relationsde fermeturesur les

vecteursd’onde.En numérotantlescentresdiffuseursaveclesnombresimpairs,uneséquencede� diffusionss’écrit

ñ BED©F 5 Â ûCHKþ*¬ Y[i_¯ ûCHKþ 5 â ûCH�þ�������¬ Y[i_¯ ûCH�þ 5 M � ] Â ûCH�þ F B ç
K û-´ ½ þ �  Â L�MNPORQ û ð ¾ þ �[� ÌÉÄ W ] � ° \ º ¸  � ° º@É � 7 ¸ S� � ¼ Ô U¤¼I�C¼#� ¸j� � É � 7 ¸ ¹ w º®Ú[��»� � Nkx Â 	 ½ d U ¸ e� ¸ û[fB D þ ý��®¸�û ` D ÿ�þ� Y®i_�®¸ û Ä ÿ�þ � Nkx M � ] Â 	 ½ d UlÉ � 7 ¸ e� É � 7 ¸ û~f B þ ý�� É � 7 ¸�û ` ÿ�þ� Y®i_� É � 7 ¸ û Ä ÿ�þ
È�� � ] Â�� Æ Â ü � É ¼ � Nkx M �l	 ½ y x M � ] Â x M � x M �  ÂS S S z y x M � ] Â x M � x M �  ÂO M � ] Â O M � O M �  Â zd U É ¼[e� É ¼ û Ñ M � ] Â Ô M ��þ � Y[i_M � û Ä�� M � ] Â Ô M � þ�� � � ] M�� Æ Â û-´ ½ þ U É ¼ � ¸ û Nkx M �  Â 	 ½ þ ý�� É ¼ � ¸ û Ä ÿ�þ� Y®i_� É ¼ � ¸ û Ä ÿ�þ ���÷Ø

Nousavonsainsi l’expressionexactedechaqueséquencedediffusiondela sériedeWatsonpour
la diffusiondansun systèmedesphèresduresà trois dimensions.Commedansle casà deuxdi-
mensions,il estpossibledecalculerla fonctiond’onded’un électrondansunsystèmedésordonné
particulieràpartir del’équationdeLippmann-Schwinger(3.6).

Danscechapitre,nousavonsobtenulesexpressionsanalytiquesdechaquetermede la série
deWatson.Cesexpressionsdépendenttoutesdela positiondesdifférentscentresdiffuseurs.Lors-
qu’ellessontprisessurcouched’énergie, lesexpressionsobtenuesparla méthodedesdéphasages
de[64] sontretrouvées.

Le chapitresuivantestconsacréaucalculdela moyennedecesdiversesséquencesdediffusion
apparaissantdansle propagateur.
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Dansce chapitre,nousdévelopponsle calcul de la moyenned’ensemblede la fonction de
corrélationà uneparticuleobtenuedansle chapitreprécédent.La sériede Watsonn’étantdéfi-
nie quepourun ensembledepotentielsqui neserecouvrentpas,il faut introduireunemoyenne
d’ensembleadaptéeaucasdespotentielsdetaille finie. Cettetaille finie introduit descorrélations
entrelesdiffuseurset conduità descorrectionsdevolumeexclu dansle calculdu libre parcours
moyenélastique.Aprèsavoir présentéla façondeprendrela moyennedansle casdesdiffuseursde
taille finie, nouscalculonsexplicitementchaquetermedela sériedeWatson.À l’aide desexpres-
sionsobtenues,les chaînesdirectessontresomméesà l’approximationde l’onde F pour obtenir
le premierordreendensitédel’énergie propre.Le deuxièmeordreendensitédel’énergie propre
estensuiteévaluéà partir desséquencesdediffusion sur deuxcentreset lescorrectionsau libre
parcoursmoyenensontdéduites.Le chapitreestclosparunediscussionsurla resommationd’un
autretypedesérie.¬ ��  ���'ø(÷%�Sö%� ���®_ õq ���òKò��

Commenousl’avonsdéjàvu au chapitre1, la moyenned’ensembled’une quantité,notéeà
l’aide d’une barresur celle-ci,estobtenuepar intégrationsur la positiondescentresdiffuseurs.
Dansle premierchapitre,les corrélationsexistantentreles centresdiffuseursn’avaient pasété
prisesen compte.Cesderniersont une taille finie et ne doivent passesuperposer; il convient
donc,poureffectuerla moyenne,d’interdirelesconfigurationsoù lesdiffuseursserecouvrent.La
moyenned’unequantité̄ estdéfinieenconséquencepar¯ K�½° À ±�

� Æ Â
Ã�Ñ � ���²c�´³ û � ����´ N ÿ½þµ¯ û
¶ Ñ �8·�� Æ Â Ô ����� Ô �½þ d ¸ ��º®Ú�»

où
� ���vÏ F Ñ ��� F Ï F Ñ � ´ Ñ � F et ° K À ±�

� Æ Â
Ã�Ñ � ���²c�´³ û � ���t´ N ÿ�þ

est une constantede normalisation(c’est égalementla fonction de partition d’un ensemblede�
disquesdursou sphèresduresà températurenulle). La distribution deHeaviside, ³ ûº¹Àþ K ½ si�Óh



jlknmnoqpVrtsvu ��º o�y!z�{(|P}�|P~!����yv�7z��1���¹R� S , empêchele recouvrementdespotentielsd’interaction.La notation̄�û
¶ Ñ �#·�� Æ Â Ô ����� Ô �½þ indique
quela quantité̄ dépendd’un nombre� | �

decentresdiffuseursplacésen
Ñ¿Â d ����� d Ñ � . Pour

le calcul explicite, les coordonnéescycliques
� ��� sont mieux appropriéesque les coordonnées

despositionsdesdiffuseurscar ellesmesurentla distanceentrelesdiffuseurs; la distribution de
Heavisideintroduitunecoupurenaturellesurcettedistance,qui estdeuxfois la taille dupotentiel.
La moyennedéfinieen(4.1) fait intervenir la fonctiondecorrélationà � corps,

½Q �/» Y � _ û Ñ¿Â d ����� d Ñ ��þ K ½° ��»½¼ ¼
� ¸��²c� ³ û � �Î��´ N ÿ�þ À ±�
·�Æ �  Â Ã�Ñ · ³ û � � ·÷´ N ÿ½þ ±�� � �¾� ¸� ² · ³ û � ·[��´ N ÿ�þ d

qui permetd’écrirela moyennede ¯ sousla forme¯ K ½Q � À ��
� Æ Â

Ã�Ñ � » Y � _ û Ñ�Â d ����� d Ñ �FþB¯�û
¶ Ñ �#·�� Æ Â ��� �½þ=Ø ¸ ��º Ù »
La fonctionde corrélation» Y � _ intervienten particulierdansle développementdu viriel desgaz
réels.Elle nécessitela connaissancedela fonctiondecorrélation» Y �  Â _ , qui elle-même,nécessite
la connaissancedela fonctiondecorrélation» Y �  M _ , etc.[43, chap.6]. Cesfonctionsdecorrélation
sontreliéespar leséquationsintégralesdeBorn-Green-Yvon-Kirkwood.Pourbrisercettechaîne
d’interdépendanceentreles » Y � _ , Kirkwoodaintroduit l’approximationdesuperposition(voir [42,
chap.17]) qui relieexplicitementla fonctiondecorrélation» Y â _ à » Y M _ enécrivant» Y â _ û Ñ � d Ñ � d Ñ ·oþ`¿ » Y M _ û � ��� þ » Y M _ û � � ·oþ » Y M _ û � � ·�þ=Ø
Cetteapproximationconsisteà supposerque » Y â _ est le produit de trois fonctionsde corrélation
à deuxcorpsindépendantes.La fonctiondecorrélationà � corpsseséparesousformed’un pro-
duit de fonctionsdecorrélationà 2 corps » Y M _ , notéessimplement» . La résolutionde l’équation
intégraledeKirkwoodexprimant » enfonctionde » Y â _ û Ñ � d Ñ � d Ñ ·�þ ? » Y M _ û � ��� þ conduitaudévelop-
pementenpuissancesdela densitédecentresdiffuseurs,

ä K � ? Q [42] :» û � Â M þ K » ¯ û � Â M þÓ	 ä » Â û � Â M þi	 ä M » M û � Â M þi	������ÓØ ¸ ��º w »
Ainsi, la moyennede ¯ estapprochéepar¯ K ½Q � À ��

� Æ Â
Ã�Ñ � ���²c� » û � ����þB¯ û
¶ Ñ �#·�� Æ Â ��� �½þ=Ø ¸ ��º ��»

Uneapproximationsupplémentaire,qui va êtreutiliséepour le calculde la moyennedeschaînes
directes,consisteàneconsidérerquela corrélationentredeuxdiffuseurssuccessifs,i.e.¯ K ½Q � À Ã�Ñ � À � ] Â�

� Æ Â
Ã�Ñ � Ô �  Â » û � � Ô �  Â þB¯ û
¶ Ñ � · � Æ Â ��� � þ=Ø ¸ ��º! ¼»

Cetteapproximationnéglige le recouvrementdescentresdiffuseursnon successifs.Elle traite
la séquencede � diffusionscommeétantcomposéede pairesde diffuseursindépendantesles
unesdesautres.Chaquepaireprenden comptela présencedes û � ´ N þ autresdiffuseurspar le
développementde » enpuissancesdela densitéselon

¸ ��º w » . Nousjustifieronscetteapproximation
au§ 4.3.3. ��é
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L’intégrationsur

Ñ � dans(4.5) n’est pascontrainteet produiral’invariancepar translation
du systèmemoyenné.En premièreapproximation,la fonctiondecorrélationàdeuxdiffuseursest
simplementunedistribution deHeaviside,» û � Â M þ`¿ » ¯ û � Â M þ K ³ û � Â M ´ N ÿ�þ d
qui empêchele recouvremententredeuxdiffuseursconsécutifs.Danscechapitre,nousutiliserons
essentiellementcetteapproximation.Nousmontreronscependantqu’il estnécessairede choisir
uneapproximationmoinsgrossière,enincluantle 2etermedu développemenţ ��º w » dans» , pour
obtenir toute la dépendanceen

ä M de l’énergie propre.Le terme
ä » Â û � Â M þ rendcomptedu fait

quelesdiffuseurs1 et 2 nesontpasseulsdansle systèmeet quela présencedes û � ´ N þ autres
diffuseursinflue surleurdistribution spatiale.¬ #" Ã õ@ ���òHò%� öÐ#m÷Hò%� øXÄ%��Å�ò%�6öHù�ô���øió��

Dansceparagraphe,la moyennedeschaînesdirectes,c.-à-d.desséquencesdediffusiondans
lesquellesla particulene rencontrejamaisdeux fois le mêmecentrediffuseur, est calculéeen
détail.Cesontceschaînesdirectesqui, unefois resomméespermettentd’obtenir la décroissance
exponentielledu propagateur, et parconséquentle libre parcoursmoyenélastique(voir chap.1).
Le calculestfait endimension2; le casdela dimension3 esttraitéeau§ 4.4.Æ@�ôó¤�G� gh	ji÷�� k	lJ¥  ��`���@¥ø�>�(¥����1�

La moyennedela séquencedediffusionsuruncentresefait dela mêmefaçonqu’auchapitre1
— équ.(1.29).La moyennedu premiertermedela sériedeWatsons’écrit alorssimplementACB@F 5 ûCH�þ F BJI Ø
Danscecasparticulier, l’élémentdematrice

5
doit êtreconsidérétotalementhorscouched’éner-

gie, cequi signifieque
`

estindépendantde
Ä K M UÇ É H . Cetélémentdematrice

5
estdonnépar

l’expression(2.19).Cetteremarqueseraimportantepourla resommationdeschaînesdirectes.Æ@�ôó¤�ôó gh	ji÷�� k	lJ¥  ��`���q�(�`mè�>�(¥����1�( 
La premièreséquencede diffusionnon triviale à moyennerestla chaînedirecte û<ügý1þ de lon-

gueur2. Celle-cis’écrit

½Q M
À Ã�Ñ � À Ã�Ñ � ³ û � ��� ´ N ÿ½þ ñ BED©F 5 � ûCH�þ*¬ Y[i_¯ ûCHKþ 5 � ûCHKþ F B ç

K ½ð ü LbMNPO ½Q â À Ã�Ñ � À Ã�Ñ � ³ û � ���t´ N ÿ½þ W ] � ° \ ºq»^ � ° ºÁ¼
È S U ¸ S UlÉvW �

U ¸ Z;\�] � UlÉ;Z! � Y±U ¸ ]cUlÉ*_aY±Õ3Ö M ](ZV» ¼×_ Aa` D F 5 ûCHKþ F Ä I U ¸ A Ä F 5 ûCH�þ F `cI UlÉ�ï Y Â _U ¸ ]cUlÉ û Ä�� �Î��þ
Kø½ð ü L MNPO ½Q â S U ¸ S UlÉ W �

U ¸ Z \ ] � UËÉ;Z Aa` D F 5 ûCHKþ F Ä I U ¸ A Ä F 5 ûCH�þ F `cI UlÉ
È À Ã�Ñ ��� ³ û � ���t´ N ÿ½þ W ] � ° \ ºq» ¼ W � Y±U ¸ ]cUlÉ*_aY±Õ3Ö M ](ZV» ¼×_ ï Y Â _U ¸ ]cU É û Ä�� ����þ À Ã�Ñ � W � Y ° ] ° \ _^ºJ¼ d��ò
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où
Ñ ��� K Ñ �æ´ Ñ � , fæ�Î� estl’anglede

Ñ ��� , f celuide
B

et f D celuide
B D

. L’intégrationsur
Ñ � donne

une distribution de Dirac contraignantles vecteursd’onde entrantet sortantà être identiques.
Autrementdit, elle imposel’invariancepartranslationdusystèmedumomentquel’intégrationse
fait surun volumeinfini. Cetteinvariancepar translationestattenduepuisquela moyenneefface
lesdifférencesentrelesconfigurationsdedésordre.Dansl’intégralesur la différencedeposition
entreles centresdiffuseurs,le volumeexclu estpris en comptepar la distribution de Heaviside
qui interdit l’interpénétrationdescentresdiffuseurs.La pluspetitedistanceentredeuxpotentiels
est

N ÿ ( ÿ étantle rayondu disque)et la plusgrandedistanceest ÈÊÉß	ÌË .À Ã�Ñ ��� ³ û � ��� ´ N ÿ�þ W ] � ° \ º@» ¼ W � Y±U ¸ ]cUlÉ*_CYÊÕ�Ö M ](Z-» ¼�_ ï Y Â _U ¸ ]cUlÉ û Ä�� ��� þ
K À�Í

M J � ��� Ã � ��� ï Y Â _U ¸ ]cUlÉ û Ä�� �Î��þ À M Õ¯ Ã f9��� W ] � · \ ú » ¼ û©ü*ý YÊZ-» ¼�](Z;\Ê_ô � YÊU ¸ ]cUËÉ*_CYÊÕ�Ö M ](Z-» ¼�_
K N�¾ W ] � YÊU ¸ ]cU É _�Z \ À�ÍM J � ��� Ã � ��� ï Y Â _U ¸ ]cUËÉ û Ä�� ��� þ Í U ¸ ]cUlÉ û `bD � ��� þK N�¾ W ] � YÊU ¸ ]cU É _�Z;\ � � ���Ä Ml´ ` D MÈ û ` D ï Y Â _U ¸ ]cU É û Ä�� �Î��þ Í U ¸ ]cUËÉ=] Â û ` D � ����þÁ´ Ä ï Y Â _U ¸ ]cUlÉ�] Â û Ä�� �Î��þ Í U ¸ ]cUËÉ û ` D � ����þ�þ�� ÍM J Ø

Pourobtenircetteexpression,lesformules(A.4) et (A.12a)ontétéutilisées.Il fautsesouvenir ici
que

Ä
possèdeunepartieimaginaireinfinitésimale: le nombred’onde

Ä
estassociéà l’énergie

physiquedupropagateuretestenfait
Ä 	püV¹ — voir le commentaireaprèsl’équation(3.1).Cette

prescriptionpermetd’éliminer la contribution en ÈÊÉ 	ÌË . Il vient alors

ñ B D F 5 ��ûCHKþ*¬ Y®i_¯ ûCH�þ 5 �xûCH�þ F B çK ½ð ü û N�¾ þ â L MNPO ½Q â Ò û B ´ BED þ N ÿÄ M ´ ` M 	�üV¹ S U ¸ S UlÉ Aa`ÓF 5 ûCHKþ F Ä I U ¸ A Ä F 5 ûCHKþ F `cI U É
È � Ä ï Y Â _U ¸ ]cUlÉ�] Â û N Ä ÿ½þ Í U ¸ ]cUlÉ û N ` ÿ�þ¤´ ` ï Y Â _U ¸ ]cU É û N Ä ÿ�þ Í U ¸ ]cUËÉ=] Â û N ` ÿ�þ � Ø ¸ ��º�á¼»

Onreconnaîtdanscetteexpressionle propagateurlibre etladistributiondeDiracdueàl’hypothèse
d’invariancepar translationdu système.On remarquequeles termesrestantne seséparentpas
simplementenun produitde2 matrices

5
semihorscouche,maisqu’il apparaîtun couplagedes

ondespartiellesdû à la taille finie descentresdiffuseurs.Dansla limite de centresdiffuseurs
ponctuels( ÿ>É S

), le termedemélangedesondespartielles(termeentreparenthèses)nedevient
pasunesimpleconstante— voir annexe E, équ.

¸ u º!C¼» — et nepermetpasdedécouplerlesdeux
matrices

5
. Par contre,dansle casoù il estpris surcouche,il donnealorsun wronskien,(A.11),

c.-à-d.une constantequi permettraitde découplerles différentesondespartielles.C’est ce qui
arrive habituellementquandla moyenneest faite sanstenir comptedescorrélationsspatialeset
quandl’élémentdematrice

5
estchoisisurcouched’énergie — voir chap.1.Æ@�ôó¤�ô� ÎÏ�ÐJ�(¥@¥@���NÑ^��¥q� �pÒ@�XÓV¥q����	��1�(�u�3�ö�@���lJ¥�ÔJ�q�(����£¤�@�(�G�ÕJ¥�£¤�q�

Le résultattrouvépourla chaînedirectedelongueur2 segénéralisesansdifficultéàunechaîne
directedelongueurquelconque.En introduisantla notationÖ U ¸*Ô UlÉ û Ä d ` þ K Ä ï Y Â _U ¸ ]cU É ] Â û N Ä ÿ�þ Í U ¸ ]cUlÉ û N ` ÿ½þ¤´ ` ï Y Â _U ¸ ]cUËÉ û N Ä ÿ�þ Í U ¸ ]cUlÉ=] Â û N ` ÿ½þ d¸ ��º Ûg»�×�
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la contribution d’unechaînedirectedelongueur�{Ù �½Ú�Ú s’écrit

ñ B D F 5 ��ûCHKþ*¬ Y[i_¯ ûCHKþ 5 �1ûCHKþ*¬ Y[i_¯ ûCHKþ 5 ·½ûCHKþ*¬ Y[i_¯ ûCH�þ�������¬ Y[i_¯ ûCH�þ 5 �:ûCH�þ*¬ Y®i_¯ ûCHKþ 5 �qûCH�þ F B çK y ½ð ü z �<Û »ÝÜrÜ ] Â û N�¾Q þ � Û »ÝÜcÜ  Â L MNPO Ò û B ´ B D þ y N ÿÄ M�´ ` M@	ºüV¹ z �<Û »ÝÜrÜ ] Â
S� Ul»º�-»4� ¸j� � � Û »ÝÜrÜ Aa`ÓF 5 ûCH�þ F Ä I U ¸ßÞà �´Û »ÝÜcÜ ] Â�

� Æ M
A Ä F 5 ûCHKþ F Ä I U�»
áâ A Ä F 5 ûCHKþ F `cI U�� Û »4ÜrÜ

È Þà �<Û »ÝÜrÜ ] Â�
� Æ Â

Ö U�» Ô Ul» � ¸Îû Ä d ` þ áâ Ø ¸ ��º!A¼»
Remarquonsencoreunefois quele découplagedesondespartiellesnepeutseproduirequesi on
imposeãåäçæßèßækéPê que

Ö
soit surcouche,

Ö U ¸*Ô UlÉ û Ä d Ä þ K ü ? ¾ ÿ . Seulslesélémentsdematrice
5

externessontencoresemihorscouche.Le passagedansl’espacedespositionsdecetteexpression
n’estpastriviale, puisquela présenced’un pôled’ordre �{Ù �ëÚ�Ú ´ ½ implique,par le théorèmedes
résidus,ûº�{Ù �½Ú�Ú ´ N þ dérivéesd’un produitdefonctionsdeBessel.Il estdoncpréférablederester
dansl’espacedeFourierpoureffectuerla resommationdela sériedeschaînesdirectes.

Le casdesdisquesdursest immédiatementobtenuà l’aide de cettedernièreexpressionen
remplaçant

A Ä F 5 ûCHKþ F Ä I U�» par ´ ð ü Í U�» û Ä ÿ½þ ? ï Y Â _Ul» û Ä ÿ½þ et,Aa`ÓF 5 ûCHKþ F Ä I U�» et
A Ä F 5 ûCH�þ F `cI U�» par ´ ð ü Í U�» û ` ÿ½þ ? ï Y Â _Ul» û Ä ÿ½þ .

Explicitement,la moyenned’unechaînedirectedelongueur�{Ù �½Ú�Ú composéededisquesdurs
s’écrit

ñ B D F 5 � ûCHKþ*¬ Y[i_¯ ûCHKþ 5 � ûCHKþ*¬ Y®i_¯ ûCH�þ 5 ·�ûCHKþ*¬ Y®i_¯ ûCH�þ�Ø�Ø�Ø�¬ Y®i_¯ ûCH�þ 5 �:ûCH�þ*¬ Y[i_¯ ûCHKþ 5 � ûCHKþ F B çK ´ ð ü�û N�¾Q þ �´Û »ÝÜcÜ  Â LbMNPO Ò û B ´ B D þ y ´ N ÿÄ M�´ ` M@	ºüV¹ z � Û »ÝÜrÜ ] Â
S� Ul»º�-»Ý� ¸j� � � Û »4ÜrÜ Í U ¸ û ` ÿ�þï Y Â _U ¸ û Ä ÿ�þ Þà � Û »ÝÜrÜ ] Â�

� Æ M
Í U�» û Ä ÿ�þï Y Â _Ul» û Ä ÿ½þ áâ Í U � Û »4ÜrÜ û ` ÿ½þï Y Â _U � Û »ÝÜrÜ û Ä ÿ½þ Þà � Û »4ÜrÜ ] Â�

� Æ Â
Ö U�» Ô Ul» � ¸Õû Ä d ` þ áâ Ø¸ ��º!C¼»¬ G� ì ���eõí_î_ �,ó�ù�õúò öK÷ � ôTõ � �Nï÷� ó���÷Hôñð  ��� ö%��� öHù!��"W÷���� öK÷Hô��Æ@�ô�¤�G� ò��( ´/ó�ó ���:	lÁ¥T�@�( ¿�oÒq�XÓV¥@�( ���	��1�(�u�3�( 

Connaissantla moyennede toutesles chaînesdirectes,il estpossiblede resommerchaque
contribution,enfaisantattentionaucasparticulierdela premièreséquencedediffusion,) Y®i_¯ ûCH�þ 5 ûCHKþc) Y[i_¯ ûCHKþ d
où la matrice

5
està prendretotalementhorscouche.Pourresommerl’ensembledeschaînesdi-

rectes,y comprisla séquencedediffusionsurunseulpotentiel,l’expression(2.19)dela matrice
5��.
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doit êtreséparéeendeuxcontributions:

ACB@F 5 ûCHKþ F BJI�K � N�¾ ÿ LbMNPORQ � û ` M ´ Ä M þ ÿ N ´ Ä S U
Í U û ` ÿ�þ M Í U�] Â û Ä ÿ½þÍ U û Ä ÿ�þ � �

´ ð ü L MNPORQ S U
Í U û ` ÿ�þ MÍ U û Ä ÿ½þ ï Y Â _U û Ä ÿ½þ Ø

Le deuxièmetermedecettematrice
5

ressembleà cequel’on pourraitattendrede l’écriture
de l’expression(4.9) dansle casd’uneseulediffusion.Ce termeentredansla sériegéométrique
deschaînesdirectes.Lorsqu’il estpris en

`$K Ä
, il donneexactementl’élémentdematrice

5
sur

couche.Parconséquent,la partieentreaccoladesquenousnoteronsô off+ û ` þ estunequantitéstric-
tementhorscouchequi doit s’annulerpour

`$K Ä
. Le théorèmed’addition

¸ m º®Ú w » desfonctions
deBesselpermetd’écrire iÅ

SU Æ ]�Å
Í U û Ä ÿ½þ Í U÷]×õ û Ä ÿ�þ K Í ]×õ û S þ K Ò õ Ô ¯ Ø

Cequi impliquequela relation ô off+ û Ä þ KöS
estvérifiée.Le propagateurmoyennéest

¬'Ù �4; ûCH�þ K ) Y®i_¯ ûCH�þÓ	÷) Y®i_¯ ûCH�þ -å) Y[i_¯ ûCHKþ=Ø ¸ ��º®Ú�V¼»
En traitant ô off+ û ` þ séparément,les séquencesde diffusion directespeuvent se resommeret le
propagateurdevient,si l’on oublieleschaînesindirectes,

ñ B D F ¬øÙ �ç; ûCHKþ F B ç K NPOL M Ò ° \ Ô °Ä M ´ ` M 	%üV¹
È � ½ 	 ü¾ ÿ/ù#úKûºü>ý û ½ ´ Ö ý þ ] Â üåþ 	 NPO

L M ä ô off+ û ` þÄ MË´ ` Mq	ºüV¹ � d ¸ ��º®Ú3Ú�»
où ù#ú désigneunetracesur les ondespartielles.La matrice

Ö
estdéfiniepar l’équation

¸ ��º Ûg» , et
lesmatricesü et ý sontdonnéesparü ��� K Ò �Î� Í ��û ` ÿ½þÍ ��û Ä ÿ�þ et ý ��� K Ò ��� ´ ð ¾ ÿ äÄ Ml´ ` M@	�üV¹ Í ��û Ä ÿ½þï Y Â _� û Ä ÿ�þ Ø ¸ ��º®Ú Ù »
Le termestrictementhorscouchecontenantô off+ û ` þ esttraitédansl’annexe F où l’on montrequ’il
aunecontribution nulle.

Dansle casoù l’on s’intéresseseulementà l’onde s, l’équationmatricielle
¸ ��º®Ú3Ú�» devient une

simpleéquationalgébrique.

ñ BEDGF ¬'Ù �ç; ûCHKþ F B çnK NPOL M Ò ° \ Ô °Ä Ml´ ` M@	ºüV¹ � ½ ´ ð ü ä ÿ ¯*¯ ü M¯*¯Ä MË´ ` M@	ºü-¹Á	 ð ¾ ä ÿ Ö ¯*¯ ÿ ¯*¯ � d
où ÿ ��� K Ò �Î� Í ��û Ä ÿ�þï Y Â _� û Ä ÿ�þ Ø��W
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Enutilisantla relation û*ÿ��#þ ] Â K û*ÿ�´��#þ ] Â û�� ] Â ´pÿ ] Â þ , onobtient

ñ B D F ¬'Ù �ç; ûCHKþ F BÇçnK NPOL M Ò ° \ Ô °Ä M ´ ` M 	�üV¹ � ½ ´ ü¾ ÿ ü M¯*¯Ö ¯*¯ �
	 NPO
L M ü¾ ÿ ü M¯*¯Ö ¯*¯ Ò ° \ Ô °Ä Ml´ ` M@	ºü-¹Á	 ð ¾ ä ÿ Ö ¯*¯ ÿ ¯*¯ Ø

Le premiertermede ¬'Ù �4; ûCH�þ s’annulelorsdesatransformationdeFourierinverse(à la condition
que

F 0 ´ 0 D F � N ÿ ) et le propagateurdevient

ñ B D F ¬øÙ �4; ûCHKþ F B¶çnK 	 NPOL M ü¾ ÿ ü M¯*¯Ö ¯*¯ Ò ° \ Ô °Ä MË´ ` Mq	ºüV¹¤	 ð ¾ ä ÿ Ö ¯*¯ ÿ ¯*¯ Ø ¸ ��º®Ú w »
¬øÙ �ç; ûCH d B þ estunefonctionpairede

`
. SatransforméedeFourierinverses’écritQð ¾ À

Å
]�Å `>Ã�` Í ¯ û `ÓF 0 ´ 0 D F þ ¬øÙ �ç; ûCH d B þ=Ø

Le contourd’intégrationpeutêtrefermédansle demi-plansupérieur. Leseffetshorscouchesont
traitésde la mêmefaçonqu’au paragraphe2.4.3.Poursimplifier les notations,introduisonsles
fonctions ù û ` þ Ï ´ ð ¾ ÿ Ö ¯*¯ ÿ ¯*¯ et ô�û ` þ K ù û ` þ ? û ` 	 Ä þ . Le pôle du propagateurestdonné,à
faibledensité(i.e.

ä É S
), par�Ä K Ä ´ ä ô�û Ä þi	 ä M ô�û Ä þ8ô D û Ä þi	�� û ä â þ d ¸ Ù º Ù  ¼»

où ô�û Ä þ K ´ N üÄ Í ¯ û Ä ÿ�þï Y Â _¯ û Ä ÿ�þ ¿T´úü ¾ MN Ä��
	 M Ä ÿ ´ ¾Ä���	tÄ ÿ ¸ ��º®Ú[��»
etsadérivéeestô D û Ä þ K Í ¯ û Ä ÿ½þï Y Â _¯ û Ä ÿ½þ  üÄ M ´ ð ¾ ÿ M û Í ¯ û N Ä ÿ�þ ï Y Â _¯ û N Ä ÿ�þÓ	 Í Â û N Ä ÿ�þ ï Y Â _Â û N Ä ÿ�þ�þ��qØ
Dansla limite

Ä ÿ�É S
,ô D û Ä þ`¿ üÄ M ½½ 	 M �Õ ��	 +KJ����M ´ ð ¾ ÿ M T ½ 	 ü¾ N ��	 N ´ ½½ 	 M �Õ ��	 +KJ����M U Ø ¸ ��º®Ú� ¼»

Le pôles’écrit alors�Ä ¿ Ä 	 ä N üÄ ½½ 	 M �Õ ��	 +KJ����M 	 ä M
T NÄ â ½û ½ 	 M �Õ ��	 +KJ����M þ-M 	 � ü ¾ ÿ MÄ û ½ 	 M �Õ ��	 +KJ����M þ-M U Ø ¸ ��º®Ú�á¼»

Le premierordreendensitéredonnebienla matrice
5

surcouched’énergie (cf. chap.2). Le libre
parcoursmoyenobtenuà partir de la partieimaginairedu pôle(

x K ½�? N���� �Ä
) à l’approximation

dupremierordreendensité,estle libre parcoursmoyen,
x ¯ , deBoltzmannàdeuxdimensions.x ¯ ¿ Ä���	 M Ä ÿä ¾ M Ø�(g
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Lepremiertermed’ordre2endensité,dansl’expression(4.16)dupôle,provientdelamatrice

5
sur

couched’énergie — voir l’équation(2.26)— etdominele secondtermed’ordre2 qui provientde
la matrice

5
horscouched’énergie.Cescorrectionsdu 2eordreendensitédansle pôleconduisent

àdescorrectionsdupremierordreendensitédansle libre parcoursmoyen,maiscenesontpasles
seules.Ellesproviennentdel’énergie proprequi estaupremierordre� Y Â _ K ´ ð ¾ ä Ö ¯*¯ ÿ ¯*¯ Ø
Cependant,d’autrescorrectionsd’ordre 2 existent,qui proviennentde la resommationdesdia-
grammesfaisantintervenir deuxcentresdiffuseursdistincts.Elles apportentun deuxièmeterme
dansl’énergie propre,qui s’écrit � K � Y Â _ 	 � Y M _ 	��}û ä â þ d
et contribuentauxcorrectionsdu premierordreendensitédu libre parcoursmoyen.Le calculde� Y M _ fait l’objet duprochainparagraphe.Æ@�ô�¤�ôó � {�:���(�u�:	lJ¥� �� �q��� mè�Õ/���� 

Le calcul descorrectionsà deuxcorpsfait intervenir tousles termesde diffusion contenant
seulementdeuxcentresdiffuseurs.Cestermesformentunesériegéométrique: û<ügý�ü�þq	¥û<ügý�ügý1þ�	û<ü<ýoügý�ü�þ�	 û<ü<ýoügý�ügý1þq	 ����� qui peutêtreresomméeavantd’effectuerla moyenne.Lespropagateurs
libres apparaissantentrechaquediffusion peuvent être remplacéspar les propagateursmoyen-
nésévaluésau paragrapheprécédent.En termesde diagrammes,celarevient à resommerbeau-
coup plus de graphes.En effet, l’insertion de propagateursmoyennésreprésentel’insertion de
toutesleschaînesdirectespossiblesentrelesdiffuseursü et ý , lesséquencesdediffusiondu typeû<ü<ý! #"%$'&�ügý�ügýoü�þ sontalorsprisesen compte.On peutvérifier quecetteinsertionde propagateurs
resomméssefait sansproblèmededoublecomptageni divergence,saufpourla chaîneû<ügýoü�þ dont
le calcul ferad’ailleurs l’objet du paragraphe4.6.Cependant,cetteresommationsupplémentaire
n’estpasnécessairepourl’évaluationdescorrectionsdudeuxièmeordreendensité.Lesséquences
dediffusion tellesque û<ügý( #"%$)&�ügý�ügýoü�þ sontd’ordresupérieurà 2 endensitéet n’ont doncpasleur
placedansuncalculqui selimite à l’ordre deux.

Utilisant l’expressiongénéralȩ
w º! ¼» d’une séquencede diffusion dansl’approximationde

l’onde F , l’ensembledestermesàdeuxdiffuseursformeenfait deuxsériesgéométriques; unesérie
contenantlesdiffusions,qui partantd’un centreü , reviennentsurcecentreü : û<ügý�ü�þ�	nû<ügý�ügýoü�þ�	Ê�����
et unesériedanslaquellel’électron * * entre + + en ü et * * ressort+ + par ý aprèsplusieursdiffusions:û<ü<ýoügýZþÁ	.û<ügý�ügýoü<ý1þ¤	*����� . La resommationdecesdeuxsériessemetsousla forme

û<ügýoü�þJ	 û<ügý�ügý1þ
	*����� K ´ ð ü LbMNPORQ
Í ¯ û ` D ÿ�þï Y Â _¯ û Ä ÿ�þ

Í ¯ û Ä ÿ�þï Y Â _¯ û Ä ÿ�þ
Í ¯ û ` ÿ½þï Y Â _¯ û Ä ÿ�þ ï Y Â _¯ û Ä�� ��� þ M ¸ ��º®Ú9Ûg»

È W ] � Y ° \ ] ° _�ºq»
½ ´ û G�, Y +KJ _L M ¸PO, Y +KJ _ ï Y Â _¯ û Ä�� ����þ þ M ã ½ ´ W ] �

° ºq» ¼ Í ¯ û Ä ÿ�þï Y Â _¯ û Ä ÿ½þ ï Y Â _¯ û Ä�� �Î��þ.-lØ
La moyennedecettesérieconsisteà intégrersurlespositions

Ñ � et
Ñ � descentresdiffuseursü et���
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ý etdonnela contribution descorrectionsàdeuxcorpsaudeuxièmeordredel’énergie propre� Y M _ û ` þ K ´ ð ü L MNPO ä M Ò ° Ô ° \ T Í ¯ û ` ÿ�þï Y Â _¯ û Ä ÿ�þ U M Í ¯ û Ä ÿ½þï Y Â _¯ û Ä ÿ�þ

È À Ã�Ñ ��� ï Y Â _¯ û Ä�� ����þ M ½ ´ W ] � ° ºq» ¼ G�, Y +KJ _L M ¸PO, Y +KJ _ ï Y Â _¯ û Ä�� ����þ
½ ´ û G�, Y +KJ _L M ¸PO, Y +KJ _ ï Y Â _¯ û Ä�� ��� þ þ M Ø ¸ ��º®Ú�A¼»

L’intégrationsurl’angle fæ�Î� , queformele vecteur
Ñ �Î� avecl’axe desabscisses,donne� Y M _ û ` þ K ´ � ü ¾ LbMNPO ä M Ò ° Ô ° \ T Í ¯ û ` ÿ½þï Y Â _¯ û Ä ÿ�þ´U M Í ¯ û Ä ÿ�þï Y Â _¯ û Ä ÿ�þ ¸ ��º®Ú�C¼»

È À
Å
M J � ��� Ã � ��� ï Y Â _¯ û Ä�� ����þ M

½ ´ û G , Y +KJ _L M ¸PO, Y +KJ _ ï Y Â _¯ û Ä�� �Î��þ þ M
T
½ ´

Í ¯ û Ä ÿ½þï Y Â _¯ û Ä ÿ�þ Í ¯ û ` � ����þ ï Y Â _¯ û Ä�� ��� þ U Ø
Cettepartiede l’énergie propreestaussihorscouched’énergie (elle dépendde

`
) et la prendre

surcoucherevient à négligerun termed’ordresupérieurendensité(c.-à-d.d’ordre
ä â

). Elle peut
alorss’écrire� Y M _ û ` þ K ´/� ü ¾Ä M LbMNPO ä M Ò ° Ô ° \ ù â À ÅM +KJ ¹ Ã ¹ ï Y Â _¯ ûº¹Àþ M � ½ ´ ù Í ¯ ûº¹qþ ï Y Â _¯ ûº¹qþ �

½ ´ � ù ï Y Â _¯ ûº¹qþ�� M 	�� û ä â þ d ¸ ��º Ù V¼»
où la notation ù Ï G�, Y +KJ _L M ¸PO, Y +KJ _ a été introduite.Dansle casdesdiffuseursponctuels,ce termede

correctionsà deuxcorpsest le premiertermedépendantdu nombred’onde
`
, i.e. horscouche

d’énergie [92]. Dansle casdesdiffuseursde taille finie, unepremièrecorrectiondépendantdu
nombred’ondea pu êtreobtenueen (4.16)grâceà la connaissancede la matrice

5
horscouche

d’énergie. Cettecorrectionapparaîtà l’ordre deuxendensité; elle doit doncêtreajoutéeà celle
provenantde(4.20).L’expression(4.20)esttrèsprochedecelleobtenuepourlesdiffuseursponc-
tuels[92].

Lesfigures4.1représententl’allure del’intégranddel’équation(4.20).La sériequi resomme
lesséquencescontenantun nombreimpair dediffuseurs(c.-à-d.cellescommençantet terminant
avec le mêmediffuseur)donneunefonctionoscillantequi ne décroîtpaslorsque¹ÊÉ Ë , alors
quela sériecontenantunnombrepairdediffuseursestunefonctionoscillanteatténuée.

La formule(4.20)donneuneexpressioncompactedu 2eordreendensitédel’énergie propre,
maissonévaluationn’estpastrivialeetil estpréférabledel’évaluerenlaissantla sériedéveloppée.
L’intégrale 0

Ï À Å
M +KJ ¹ Ã ¹ ï

Y Â _¯ ûº¹Àþ M � ½ ´ ù Í ¯ ûº¹Àþ ï Y Â _¯ ûº¹Àþ �
½ ´ � ù ï Y Â _¯ ûº¹qþ�� M ¸ ��º Ù Ú�»

estremisesousla formededeuxséries,notées

0
� et

021
.

0
� Ï À Å

M +KJ ¹ Ã ¹ ï Y Â _¯ ûº¹qþ M ã ½ 	 � ù ï Y Â _¯ ûº¹qþ � M 	 � ù ï Y Â _¯ ûº¹Àþ �43 	*����� - Ø ¸ ��º Ù3Ù »���
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0 1 2 3 4 5

x 10
4

−150

−100

−50

0

50

100

150
Re(pair)

R
ij
/a

0 1 2 3 4 5

x 10
4

−1000

−500

0

500

1000
Re(impair)

R
ij
/a

0 1 2 3 4 5

x 10
4

−100

−50

0

50

100

150

200
Im(pair)

R
ij
/a

0 1 2 3 4 5

x 10
4

−1000

−500

0

500

1000
Im(impair)

R
ij
/a576987: ��º®Ú<;>=,äPä@?BADCFEBC�GIHÕæ#AKJ1é�C�GLADMDC¾äºäNCOCKJ`éPèßæQPkéºê�æké9ADCFERC�GSGTMKAIéUC�G�û<ügýoü<ý1þi	 û<ügýoügý�ügý1þJ	 �����>V�WDXkäNXkê�ê4CEBCFP:æ#?!WZY�C\[]CKJ�û<ügý�ü�þ¤	Ãû<ü<ýoügý�ü�þ�	Oû<ügýoügý�ügýoü�þq	b�����^V�W�Xkä_X�ê�ê`CaEBCbE#A2XkécJ�C�['H�X#?�Ad?oê`Cde<ækä�CZ?�AbE�Xkê�ê`M�CEBC Ä ÿfV K Ø S�S ½ [hg

Cettesériereprésentelesséquencesdediffusionpartantde ü et retournanten ü . La série021
Ï ù À ÅM +KJ ¹ Ã ¹ Í ¯ ûº¹qþ ï Y Â _¯ ûº¹qþ â ã ½ 	 � ù ï Y Â _¯ ûº¹qþ � M 	 � ù ï Y Â _¯ ûº¹Àþ � 3 	*����� - Ø ¸ ��º Ù w »

représentelesséquencesdediffusionallantdu diffuseurü audiffuseurý .
Lesexpressionsasymptotiques(A.10)desfonctionsdeBesseletHankel impliquentunediver-

genceinfrarouge( ¹ É Ë ) pourle premiertermedechaquesérie.Le premiertermede

0
� , donné

par û<ügýoü�þ , secomporteà l’infini comme i Å Ã ¹ , il diverge linéairement.Le premiertermede la
série

021
, donnépar û<ü<ýoügýZþ divergelogarithmiquement.Cettedivergencedisparaîtlorsquel’énergie

physiqueestpriseau-dessusdel’axeréel,c.-à-d.enutilisantla prescription
Ä É Ä 	AüV¹ . Ceciest

démontrépar le calculdela séquencedediffusion û<ügýoü�þ qui estla seulechaîneindirectequi peut
êtreévaluéedefaçonexacte(voir l’annexe G). La partieinfinitésimaleen üV¹ permetunedécrois-
sanceexponentielledesfonctionsdeHankel à l’infini.

Contrairementà ce qui estdit dansle casdesdiffuseursponctuels[92], il n’y a pasde di-
vergenceultraviolette ( ¹ É S

) dansle premiertermede la série

021
et il n’est pasnécessairede

resommerla sérieentièrepour l’éliminer. L’intégrationangulaire,qui estdéjà faite dans(4.23)
— voir le passagede

¸ ��º®Ú�A¼» à
¸ ��º®Ú�C¼» , estsuffisantepourfairedisparaîtrecettepseudo-divergence.�kj
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Nousverronsun peuplusloin quececiestégalementvrai à trois dimensions.

Lesintégralesàévaluersontdu type
0
� Ô � Ï À�Í

M +KJ ¹ Ã ¹ � ï Y Â _¯ ûº¹qþ � M �  M
et

021
Ô � Ï À Í

M +KJ ¹ Ã ¹ Í ¯ ûº¹qþ � ï Y Â _¯ ûº¹qþ � M �  â d
où È estla taille linéairesusystème( È É Ë ). Le calculde

0
� Ô ¯ peutêtrefait defaçonexacte,car

saprimitive estconnueetestdonnéeparla formule(A.12).Ainsi,
0
� Ô ¯ K È MN � ï Y Â _¯ û Ä È þ M 	 ï Y Â _Â û Ä È þ M � ´ N û Ä ÿ�þ M � ï Y Â _¯ û N Ä ÿ½þ M 	 ï Y Â _Â û N Ä ÿ�þ M � Ø

La prescription
Ä É Ä 	ºüV¹ permetd’annulerla contribution dueà È et un développementpourÄ ÿ É S

du deuxièmetermedonne
0
� Ô ¯ ¿ N¾ M ´ N û Ä ÿ�þ M y ½ 	 N ü¾ ��	 Ä ÿ WTlN z M Ø ¸ ��º Ù ��»

Les termespour � � ½ n’ont pasdeprimitivesconnueset leur évaluationestobtenueaumoyen
de la méthodedu col. Les intégrales

0
� Ô � et

021
Ô � sontdominéespar le comportementde

ï Y Â _¯ ûº¹Àþ
pour ¹ D ½ . Le développementà l’origine desfonctionsde Besselet de Hankel, donnépar les
formules(A.3) et (A.9), permetderéduirelesintégrales

0
� Ô � et

021
Ô � àuneseuleintégraledu typeÿ � ¿ y N ü¾ z � À�mM +KJ ¹ Ã ¹ �
	 �on ¹ d

où p estunecoupureinférieureà 1 et
n K W l ? N ü . Cetteapproximationestd’autantmeilleureque� estplusgrand.Le changementdevariableq K ´ �
	 n ¹ conduitàÿo��¿ y N ü¾ z � ½n M À ]orts(u m]vrts M u +KJ W ] Mxw  � rts w Ã q

Lorsque� estgrand,l’intégrandestmaximalpour q K � ? N . la méthodeducol [83, p. 274]donne
alorsle développement,pour � grand,ÿ � ¿ y N ü¾ z � ½n M W ] � � � N � � 2 N�¾ �N ¿è´ N W ] M l y ü¾ z � �zy ¸ ��º Ù  ¼»
Cerésultatpermetd’écrirel’intégrale

¸ ��º Ù Ú�» sousla forme
0
K
0
��´

021 ¿ S�B{ ¯ ÿ M �  M ù M � ´ S�B{ ¯ ÿ M �  â ù M �  Â d ¸ ��º Ù á¼»
où les ÿ � sontdonnéspar

¸ ��º Ù  ¼» lorsque� estgrand.L’approximationù ¿ ÂÂ  É »| rtsv}�~2� �É montre

quecettesérieestcomposéedecorrectionslogarithmiquesdont le premiertermeprovenantdela
séquenceû<ügýoü�þ estsimplementÿ M ¿ MÕ É .

Le 2eordreendensitédel’énergie propreestalors,d’après
¸ ��º Ù V¼» , ¸ ��º Ù Ú�» et

¸ ��º Ù á¼» ,� Y M _ ¿è´ L MNPO ä M ½Q� ü¾ Ä M
T ½½ 	 M �Õ ��	tÄ D ÿ U â ¿ L MNPO � ¾ äÄ � M ã N�
	 â Ä D ÿ 	 t ¾ ü��	 3 Ä D ÿ - d ¸ ��º Ù Ûg»

où
Ä D Ï +7� �M . �Eh
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La moyenne,telle qu’elle esteffectuéedansce chapitre,exclue les configurationspour les-

quellesdeux centresdiffuseurssuccessifss’interpénètrent.Cependant,l’approximationutilisée
pourla moyennedeschaînesdirectestolèrelesconfigurationspourlesquellesdeuxcentresdiffu-
seursnonsuccessifs,appartenantàunechaînedirecte,serecouvrent.Parexemple,la configuration
où lesdiffuseursü et

`
serecouvrentdansla chaînedirecte û<ügý ` þ , n’estpasexcluedela moyenne

d’ensemblȩ ��º! ¼» alorsqu’elledevrait l’être.

La séquenceû<ügý ` þ estenfait la premièrechaînedirectedanslaquelledeuxdiffuseurspeuvent
serecouvrir; les séquencesû<ü�þ et û<ügý1þ n’offrent pasla possibilitéd’avoir un recouvremententre
lescentresdiffuseursqui lescomposent.La premièrecorrectionqu’apportelesconfigurationsoù
deuxdiffuseursnonsuccessifsserecouvrent,estdonnéepar l’exempleci-dessusavec û<ü<ý ` þ . Elle
estd’ordre

ä â
puisqu’il faut au minimum trois diffuseurspour avoir un recouvremententredif-

fuseursnonsuccessifs.Pourquecesconfigurationsengendrentdescorrectionsau libre parcours
moyen, il faut resommerunesérieforméepar cesconfigurations.Cettesériepeutcontenirdes
séquencesdutype û<ügý ` x ����� O �(þ , danslaquellelescentresoccupentsuccessivementlespositionsü
et ý — i.e. û<ü<ýoügý�ü������ þ , ou biendesséquencesdanslesquellesseulsdeuxdiffuseursserecouvrent
— i.e. û<ügý ` x ����� O ý1þ . Quoi qu’il ensoit, le premiertermedecettesérieestd’ordre

ä â
etsaresom-

mationconduiraitàdescorrectionsà l’énergie propredumêmeordre.Il n’estdoncpasnécessaire
desepréoccuperdecescorrectionsici.

Æ@�ô�¤�½Æ � {�:���(�u�:	lJ¥�  �q���/J�V��ó �¶�µmq���V�
Nousappelonscorrectionsdevolumeexclu lescorrectionsauxquantitésmoyennesengendrées

parle fait quele volumecouvertparl’intégrationsurla positiond’un diffuseurn’estpasle volumeQ
, maisun volumeinférieurqui tient comptedu nonrecouvrementdescentresdiffuseurs.

Le développemenţ ��º w » dela fonctiondecorrélation» apparaissantdansla resommationdes
chaînesdirectesaconduit,à l’approximation» ¿ » ¯ , àun termedupremierordreendensitédans
l’énergie propre.La resommationdeschaînesdirectes,à l’approximation» ¿ » ¯ 	 ä » Â , conduità
un termedu 2eordreendensitédansl’énergie propre.Celamontrequele volumeexclu doit être
prisencomptelorsducalculdecorrectionsà l’énergie propred’ordre

ä M .
Le terme» Â estdonné,à l’approximationdesuperposition[42], par

» Â û � Â M þ K ³ û � Â M ´ N ÿ�þ À Ã�Ñ �(� ³ û � Â ��´ N ÿ½þ¤´ ½Z� � ³ û � � M ´ N ÿ�þ
´ ½Z� Ø
Le premierordreendensitédela fonctiondecorrélationestdoncproportionnelauvolumeengen-
dréparun disquederayon

N ÿ . » Â û � Â M þ����h� K ¾ û N ÿ�þ M Ø
Il s’ensuitquela contribution de

ä » Â à l’énergie propreesten
ä M �h�'� ä M ÿ M . Sansentrerdansle

détailducalculdecescorrections,onvoit qu’ellessontnégligeablesdevant
� Y M _ , donnéen

¸ ��º Ù Ûg» .
On verraau§ 4.5 qu’ellesapportentunecorrectionau libre parcoursmoyendu mêmeordreque
leseffetshorscouched’énergie. �(é
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La moyennedela séquenceû<ügý1þ estaussitôtobtenueenutilisantü � É À Ã�Ñ ��� W ] � ° \ ºq» ¼ d U É e� É û��Ñ ����þ � Y[i_� É û Ä ú ����þ K ð ¾ d U É e� É û[fB D þ ð ÿ MÄ M ´ ` D M 	ºüV¹È � Ä ý�� É û N ` D ÿ½þ � Y[i_� É×] Â û N Ä ÿ½þ¤´ ` D ý�� É=] Â û N ` D ÿ½þ � Y[i_� É û N Ä ÿ½þ � Ø ¸ ��º Ù A¼»

Cette identité se démontreà l’aide de la relation d’orthonormalisationdesharmoniquessphé-
riques(A.37) et la primitive

¸ m º w  ¼» . Elle permetd’écrire

ñ B D F 5 ��ûCH�þ*¬ Y[i_¯ ûCHKþ 5 �xûCHKþ F B¶ç K ´ ½Q M LbMNPORQ û ð ¾ þx� Ö MÄ û N�¾ þ â Ò û B D ´ B þ
È
iÅ
S�[¸GÆ ¯  � ¸SU ¸VÆ ] �®¸ � Nkx Â 	 ½ d U ¸ e�[¸ ûPf B þ iÅS� É Æ ¯  � ÉSUlÉ Æ ] � É � Nkx M 	 ½ d UlÉBe� É û~f B þ iÅS� Ì Æ ¯  � ÌSUlÌ Æ ] � Ì � Nkx â 	 ½ d UlÌre� Ì û~f B þ

È y x Â x M x^âS S S z y x Â x M xôâO Â O M O â z ý��[¸�û ` ÿ�þ� Y[i_� ¸ û Ä ÿ�þ ý�� Ì û ` ÿ½þ� Y®i_� Ì û Ä ÿ�þ
È ð ÿ MÄ M ´ ` M 	ºüV¹ � Ä ý�� É û N ` ÿ�þ � Y®i_� É ] Â û N Ä ÿ½þ
´ ` ý�� É ] Â û N ` ÿ�þ � Y®i_� É û N Ä ÿ�þ � Ø ¸ ��º Ù C¼»

Commeàdeuxdimensions,introduisonsla notationÖ �mû Ä d ` þ Ï Ä ý��mû N ` ÿ�þ � Y®i_� ] Â û N Ä ÿ½þ¤´ ` ý�� ] Â û N ` ÿ½þ � Y[i_� û N Ä ÿ½þ=Ø
Cettequantité,prisesur couched’énergie (

`�K Ä
), estsimplementle wronskien,noté � , que

multiplie ´ Ä : Ö �:û Ä d Ä þ Ï ´ Ä � û � Y®i_� û N Ä ÿ�þ d ý��:û N Ä ÿ�þ�þ K ´ ½ð1Ä ÿbM ØÆ@�½Æq�ôó � m����1�( � k	lJ¥ ÔÓ¢�¥q¢��1�i�G�
La séquencede � diffusionss’écrit

ñ B D F 53Â ûCH�þ*¬ Y®i_¯ ûCHKþ 5 â ûCHKþ*¬ Y®i_¯ ûCH�þ�������¬ Y[i_¯ ûCH�þ 5 M � ] Â ûCHKþ F BÇçK�LbMNPO ½Q � û N�¾ þ âQ Ò û BED ´ B þ û ð ¾ þ Ì �[� ¸ÉÄ û ´ ð ÿ MÄ M ´ ` M 	ºü-¹kþ � ] Â
S� � ¼ Ô U¤¼I�C¼#� ¸j� � É � 7 ¸ � � Nkx Â 	 ½ d U ¸ e� ¸ ûPf B þ ý��[¸�û ` ÿ�þ� Y[i_�[¸ û Ä ÿ½þ� Nkx M � ] Â 	 ½ d UËÉ � 7 ¸ e� É � 7 ¸ û f B þ ý�� É � 7 ¸�û ` ÿ½þ� Y[i_� É � 7 ¸ û Ä ÿ½þ� � ] Â�� Æ Â � Nkx M �l	 ½ y x M � ] Â x M � x M �  ÂS S S z y x M � ] Â x M � x M �  ÂO M � ] Â O M � O M �  Â z d U É ¼¾e� É ¼ û B þ Ö � É ¼ û Ä d ` þ��� � ] M�� Æ Â û-´ ½ þ U É ¼ � ¸ û Nkx M �  Â 	 ½ þ ý�� É ¼ � ¸ û Ä ÿ�þ� Y[i_� É ¼ � ¸ û Ä ÿ�þ �X� d ¸ ��º w V¼»�(ò
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où lescentresdiffuseurssontindicésparlesnombresimpairs.

Contrairementaucasà deuxdimensions,nousn’écrironspasici deformulegénéralepour le
propagateurresommé,maisnousnousplaçonsdirectementdansle régimeoù

Ä ÿ�D ½ danslequel
seulel’onde F subsiste.Lorsque

Ä ÿ É S
, le rapportdesfonctionsdeBesseletHankel sphériques

atténueexponentiellementles ondespartiellesd’ordre supérieur. Dansl’expression(4.30), cela
impliqueque

x M �  Â�K�S
quelquesoit ý K ½ Ø®Ø�� . La relationdu triangle,F x M � ] Â ´ x M �  Â Fo| x M � |èF x M � ] Â 	 x M �  Â F d

imposéeparlessymbolestÕý contraint
x M � àêtrenul.Ainsi, la moyenned’uneséquencedediffusion

quelconqueà l’approximationdel’onde F s’écrit

ñ B D F 5 Â ûCH�þ*¬ Y[i_¯ ûCHKþ 5 â ûCH�þ*¬ Y®i_¯ ûCH�þ�������¬ Y®i_¯ ûCH�þ 5 M � ] Â ûCH�þ F BÇç¿ L MNPO ½Q � Ò ° \ Ô ° û ð ¾ þ �Ä û ´ ð ÿ M Ö ¯ û Ä d ` þÄ M ´ ` M 	�üV¹ þ � ] Â T ý ¯ û ` ÿ½þ� Y®i_¯ û Ä ÿ�þ´U M T ý ¯ û Ä ÿ�þ� Y[i_¯ û Ä ÿ�þ´U � ] M Ø ¸ ��º w Ú�»
Cetteexpressions’appliqueà toutesles chaînesdirectesde longueur �Þ� N

. La séquencede
diffusion sur un seul centreest particulièrecar la matrice

5
doit être considéréecommeétant

complètementhorscouched’énergie — voir le 1ertermede la sériede Watson(1.29) — alors
quecen’estpasle casdesautresséquencesdediffusiondont lesélémentsdematrice

5
internes

sontsurcoucheet lesélémentsdematrice
5

externessemihorscouche.Il fautséparerla matrice
5

individuelleendeuxparties,dontuneestdela formesuggéréepar(4.31).

ACB@F 5 + F BJItK L MNPORQ ð ¾ ÿ M iÅS �±Æ ¯ û Nkx 	 ½ þ ã ÿ N û ` M ´ Ä M þ��<û ý��:û ` ÿ�þ�þ M ´ ý�� ] Â û ` ÿ½þ*ý��  Â û ` ÿ�þ��
	 ` ý���û ` ÿ½þ*ý�� ] Â û ` ÿ�þ
´ Ä û ý���û ` ÿ½þ�þ M ý�� ] Â û Ä ÿ�þý��:û Ä ÿ�þ -
	 LbMNPORQ ð ¾ ÿ M iÅS �ÊÆ ¯ û Nkx 	 ½ þ ½Ä ÿ�M û ý��mû ` ÿ�þ�þ Mý��mû Ä ÿ½þ � Y[i_� û Ä ÿ�þ Ø ¸ ��º w Ù »

La premièrepartiedela matrice
5

estnotéeô 3d+ û ` þ . Il s’ensuitquele propagateurmoyennéest

¬ dir ûCH d B þ�¿ ô 3d+ û ` þû Ä M ´ ` M 	ºüV¹�þ M 	 NPO
L M Ò

° \ Ô ° ½Ä M ´ ` M 	ºüV¹�� ½
	 ð ¾ äÄ ý ¯ û ` ÿ�þ Mý ¯ û Ä ÿ½þ � Y[i_¯ û Ä ÿ�þ ½Ä Ml´ ` M@	 ½Q� ¾ ä ÿ�M � , Y +KJ _� M � O, Y +KJ _ Ö ¯ û Ä d ` þ`� Ø ¸ ��º w3w »

On montrefacilementquela contribution du premiertermes’annulelors du calculdela transfor-
méede Fourier inversede ¬ dir ûCH d B þ . La démonstrationsuit les mêmeslignesquel’annexe F et
utilise la relation[4, p. 440]

S � û Nkx 	 ½ þ*ý��:ûc�Zþ*ý�� Xõ ûc�1þ K Ò õ Ô �aØ
Parlesmêmesconsidérationsqui ontpermisd’écrirel’équation(4.13),la resommationdeschaînes
directesconduitfinalementà

¬ dir ûCH d B þ�¿ ´ NPO
L M Ò

° \ Ô ° ý ¯ û ` ÿ�þ Mý ¯ û Ä ÿ½þ-M ½ð1Ä ÿbM Ö ¯ û Ä d ` þ ½Ä Ml´ ` M@	 ½Q� ¾ ä ÿ�M � , Y +KJ _� M � O, Y +KJ _ Ö ¯ û Ä d ` þ Ø ¸ ��º w ��»j��
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Le pôle

�Ä
du propagateur¬ dir ûCH d B þ s’écrit�Ä K Ä ´ ä ô�û Ä þE	 ä M ô�û Ä þ8ô D û Ä þJ	���û ä â þ ¸ Ù º Ù  ¼»

avec ô�û Ä þ K N�¾ ÿÄ ´ N ü ¾ ÿ M ´ ð t ¾ Ä ÿ â 	 Nt ü ¾ Ä M ÿ 3 	��}û*ÿo} þô�û Ä þ8ô D û Ä þ K ´ N�¾ M ÿ MÄ â 	 ð ü ¾ M ÿ âÄ M ´ t ð ¾ M ÿ 3t Ä� �T� �
h.c.+ s.c.

	F��û*ÿ } þ=Ø ¸ ��º w  ¼»
L’ordre ÿ 3 de ô�û Ä þ8ô D û Ä þ contientdeseffets hors coucheet sur couche.Rappelonsque seule
l’onde F estpriseencompteet quel’onde � apparaîtégalementà l’ordre ÿ 3 , maissacontribution
estnégligéeici. Le développementestquandmêmefait jusqu’àcetordrepourpouvoir le comparer
avecla contribution duvolumeexclu.Æ@�½Æq�ô� � {�:���(�u�:	lJ¥� �� �q��� mè�Õ/���� 

Les correctionsà deuxcorpssemettentsousla mêmeforme queles expressionsà deuxdi-
mensions— voir l’expression(4.20).� Y M _ û ` þ K�LbMNPO û ð ¾ þ MÄ ä M Ò ° Ô ° \

T ý ¯ û Ä ÿ½þ� Y®i_¯ û Ä ÿ½þ U â
È À

Å
M J ú M Ã ú � Y[i_¯ û Ä ú þ M y ½ ´ � , Y +KJ _� M � O, Y +KJ _ ý ¯ û Ä ú þ � Y®i_¯ û Ä ú þ z

½ ´ û � , Y +KJ _�kM � O, Y +KJ _ � Y[i_¯ û Ä ú þ þ M 	�� û ä â þ=Ø ¸ ��º w á¼»
L’intégrale,quenousappellerons

0
, s’écrit en termesde fonctionssinusoïdalesà l’aide desex-

pressions(A.31) pourlesfonctionsdeBesselet Hankel sphériques.0
K ½� M À ÅM Ã ¹ W M �N�2� ½ ´ ý9� s � ý9� s �2�Y �2� _ É W �_� Y � ] Â _

½ ´�� ý9� s ��2� W �N� Y � ] Â _�  M d ¸ ��º w Ûg»
où � Ï Ä ÿ . Commeà 2 dimensions,le premiertermede chacunedesséries(notées

0
� et

021
au

paragraphe4.3.2)estdivergent.Cesdeuxtermessontévaluésséparément:

– l’intégraleàévaluerpourle calculdela séquenceû<ü<ýoü�þ est0
Y Â _ Ï ½��M À ÅM Ã ¹ W M �N�2� K ü W 3 �_�D�N � â ¿ üN � â ´ N�1Mb¡ ¸ ��º w A¼»

– l’intégraleintervenantdansla séquenceû<ügýoü<ý1þ est0
Y M _ Ï ´b¢D£ 	 � W ] �N�� 3 À Å

M
Ã ¹¹�M W â �N�2� ¢D£ 	 ��¹ K ü ¢D£ 	 � W ] �_�ð � 3 À ÅÂ Ã qq>M � WQ¤ �N� w ´ W 3 �N� w   Ø ¸ ��º w C¼»

Uneintégrationparpartiesconduità0
Y M _ K ü ¢�£ 	 � W ] �_�ð � 3 � W ¤ �N� ´ W 3 �N� 	 � ü��1H Â û-´ � ü��1þ�´¶H ü��1H Â û-´ ð ü��1þ � d ¸ ��º �pV¼»j{.
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où H Â ûc�1þ Ï i ÅÂ W ] �2� ? ¹ Ã ¹ estuneexponentielleintégrale[4, p. 228]. Dansla limite oùÄ ÿ K ��É S

, l’exponentielleintégralesedéveloppepourdonner
0
Y M _ ¿ ½� M y �
	 �n	 ð���	 N 	¦¥�´ ½ ´ ü ¾N z Ø ¸ ��º �cÚ�»

Le restede l’intégrale (4.37)estconvergentet peutêtreapprochéen posantdirectement� KÏS
.

Celadonne
0
Y â _ Ï À Å

M
T ½ ´ Â�½ ´ Â� É ´ ½ 	 ½¹ U K À Å

M
Ã ¹¹�ûº¹e	 ½ þ K ½� M ��	 tN Ø ¸ ��º � Ù »

Regroupantlestroiscontributionsprécédentes,onobtient
0
K üN � â 	 ½�1M y ��	 �v	 t �
	 N 	 ��	 t÷	�¥�´ t ´ ü ¾N z Ø ¸ ��º � w »

Finalement,la contribution descorrectionsàdeuxcorpsà l’énergie propreest� Y M _ ¿ L MNPO û ð ¾ þ M ÿ âÄ ä M ã üN 	 Ä ÿ y ��	tÄ ÿ 	 t �
	 N 	 ��	 t÷	§¥$´ tn´ ü ¾N z - Ø ¸ ��º ����»Æ@�½Æq�½Æ ò��(�ÕJ�z� �1��ó ��¥/�¿�@����	ji÷�� P�(�`�� ¿�µ�R�Õ{�p�1�(�u�:	lJ¥�  �q���/J�V��ó �¶��m����V�
Les raisonnementsdesparagraphes4.3.3et 4.3.4 s’appliquentde la mêmemanièreà 3 di-

mensions.La fonctiondecorrélationàdeuxdiffuseurssedéveloppeencoreselon
¸ ��º w » , avec[43,

p. 211] » Â û � Â M þ K ³ û � Â M ´ N ÿ�þ À Ã�Ñ �(� ³ û � Â �E´ N ÿ�þ
´ ½Z� � ³ û � � M ´ N ÿ�þ
´ ½Z�
K � �h� � ½ ´ â3 � ú ¸ ÉM J   	 ÂÂ�¨ � ú ¸ ÉM J   â � pour

N ÿ | � Â M | ð ÿ dS
ailleurs

d ¸ ��º �p ¼»
où � � K ð ¾ û N ÿ½þ â ? t estle volumed’unesphèrederayon

N ÿ .¬ \©  õ,ôTôE��øQó�ù'õúò��T�ú÷ß�'ù2ªHôE� � �,ôTøuõú÷Hô���_ õq ���ò
Nousavonsdéjàvu aux paragraphes1.3 et 2.4.3que le libre parcoursmoyen élastiqueest

donnépar la partie imaginairedu pôle du propagateur. Nous évaluonsici l’influence descor-
rectionsdu deuxièmeordreen densitéde l’énergie propresur le libre parcoursmoyen.Le libre
parcoursmoyencalculéà partir del’énergie propredéveloppéejusqu’au2eordreendensité,notéx
, estcomparéaulibre parcoursmoyencalculéparla formuledeBoltzmann(

x ¯ K ½�? ä�« , où
«

est
la sectionefficacetotaled’un diffuseur).Æ@�¬¤�G� � m����1�( � k	lJ¥ ÔÓ¢�¥q¢��1�i�G�

En appelant
� Y Â _

la contribution du premierordreen densitéà l’énergie propreet
� Y M _ celle

du deuxièmeordre,le libre parcoursmoyendeBoltzmannestobtenuàpartir du premierordreen
densitédela partieimaginairedu pôledu propagateurqui s’écrit�Ä MÂ K Ä M ´�®� Y Â _ dj�W
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576987: ��º Ù ;�=,äºä@?BADC°ERC�äçæ<±KX�ê�WTJ1é�Xkê²EBC'W�X#A�ADM¾äëæhJ1é�Xkê³A8æREké1æ�äNC°ERC�G´G�HkY�µZADC�G°E#?�ADC�G ãåä2¶ æ�H�H�A2XQ·kéºèßæhJ1é�Xkê» ¿ » ¯ 	 ä » Â g
où ®� Y � _ estl’ordre � endensitédel’énergie propreenunitésréduites,®� Y � _ Ï NPO

L M � Y � _ Ø
Reprenantlesnotationsdu § 4.3.1,la partieimaginairedupremierordreen

ä
dupôleest��� �Ä Y Â _Â K ´ ä ��� ô�û Ä þ K ´ ½N Ä ��� ®� Y Â _ Ø

Le libre parcoursmoyendeBoltzmann,noté
x ¯ , estx ¯ K ½N���� �Ä Y Â _Â K ´ Ä��� ®� Y Â _ Ø ¸ ��º ��á¼»

Le libre parcoursmoyen,contenantlescorrectionsdu 2eordreendensitéduesà
� Y M _ , s’obtientà

partir du pôle �Ä MM K Ä M ´�®� Y Â _ ´�®� Y M _ Ø
La partieimaginairedecepôleest��� �Ä M K ´ ä ��� ô�û Ä þ�	 ä M ��� ô�û Ä þ8ô D û Ä þ
´ ½N Ä ��� ®� Y M _ 	��}û ä â þ

K ´ ½N Ä ®� Y Â _ ´ ��� y ½û N Ä þ â � ®� Y Â _ � M ´ ½û N Ä þ-M ®� Y Â _ ®� Y Â _ D z ´ ½N Ä ��� ®� Y M _ d ¸ ��º ��Ûg»
où le signe

D
représentela dérivéeparrapportà

`
. Le libre parcoursmoyen

x
contenantlescorrec-

tionsd’ordre2 endensitéà l’énergie propreestx K ½N���� �Ä M
et la variationdu libre parcoursmoyenparrapportà la valeurdeBoltzmannestalorsxx ¯ ¿ ½ ´

To¸�¹ ®� Y Â _N Ä M ´
¸�¹ ®� Y Â _ DÄ 	 ��� � Y M _��� � Y Â _ U 	��}û ä M þ=Ø ¸ ��º �pA¼»j�g
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Cetteexpressionestla mêmequepourle casdesdiffuseursponctuels[92] hormisla présencedu
termesupplémentaireº�»2¼½ M ¸PO \+ provenantdel’existenced’effetshorscouched’énergie.Æ@�¬¤�ôó � m����1�( � k	lJ¥è�(¥ø��	�ó �(¥� ´	�J¥è�q�(�`m

De l’expressioņ ��º®Ú w » pourle propagateurresommantleschaînesdirectes,il vient� Y Â _ ¿è´ L�MNPO ä y N�¾��	ËÄ D ÿ 	ºü ¾ M�
	 M Ä D ÿ z ¸ ��º �pC¼»
et � Y Â _ D ¿ LbMNPO ä � � ¾ Ä ÿ M   Ø ¸ ��º! �V¼»
Le 2eordreendensitédel’énergie propre,donnépar

¸ ��º Ù Ûg» , s’écrit encore� Y M _ ¿ L MNPO ¾ M ä MÄ M y N��	 â Ä D ÿ 	 t ¾ ü��	 3 Ä D ÿ z Ø ¸ ��º Ù Ûg»
Les expressionsprécédenteset la formule

¸ ��º �pA¼» permettentd’obtenir le libre parcoursmoyen
élastiqued’un systèmebidimensionnelcomposéde disquesdurs.La variationdu libre parcours
moyenparrapportaulibre parcoursmoyendeBoltzmann,engendréeparlestermesd’ordre2 en
densitédansl’énergie propre,s’écrit finalementxx ¯ ¿ ½ 	 ¾ äÄ M y ½��	tÄ D ÿ 	 t��	 M Ä D ÿ 	�����û Ä ÿ½þ M   z d ¸ ��º! >Ú�»
où
Ä D K Ä WKl ? N , ¥¿¾ S Ø%À�ÁhÁ N et

x ¯ K + rts É + \ JÂ Õ É Ø
Le termed’ordre ÿ M contientlescorrectionsduesauxeffetshorscouched’énergie,auvolume

exclu et à l’onde partielle� . Dansla limite où
Ä ÿßD ½ , lescorrectionsendensitétendentàdimi-

nuerle libre parcoursmoyen.Cecipeutsecomprendreintuitivement: lorsquela densitéaugmente,
la distanceentredeuxcollisionssuccessivesdiminueentraînantunediminutiondu libre parcours
moyen.Remarquonsque

x
diminueégalementquand

Ä É S
. Cependant,cettediminutiondulibre

parcoursmoyenavec
Ä

estdueauchaînesdirectes(c’est l’élémentdematrice
5

surcouchequi
dominelescorrections)etnonauxdiffusionsàdeuxcorps.Lesdiffusionsàdeuxcorps— termeen�
	 ] M Ä D ÿ danş ��º! >Ú�» — ontplutôt tendanceàaugmenterle libre parcoursmoyenlorsque

Ä É S
.Æ@�¬¤�ô� � m����1�( � k	lJ¥è�(¥ø��	�ó �(¥� ´	�J¥b�k�p/	G 

Le premierordredel’énergiepropreestdonnéparl’élémentdematrice
5

surcouched’énergie
développéenpuissancesde

Ä ÿ — voir (2.27).� Y Â _ K L MNPO ä û ð ¾ ÿ%´ ð ¾ ü Ä ÿ M þi	��}û*ÿ â þ=Ø ¸ ��º! Ù »
Le terme

� Y Â _ D
s’obtientàpartir dudéveloppement(2.10).� Y Â _ D K L MNPO ä û � ¾ Ä ÿ â þi	��}û*ÿ 3 þ=Ø ¸ ��º! w »j×�



��º�áYº�À |P~*y*�����������>�[�E�c�*��z��R|P��~!z�ÃG��zkÁcî�y!����~!�
Il estdumêmeordrequelescorrectionsduesàl’ondepartielle� , c’est-à-direen ÿ â . Lescorrections
devolumeexclu apparaissentégalementen

ä ÿ â lorsqu’ellessontplacéesdansl’expressioņ ��º �pA¼» .
Le libre parcoursmoyenélastiqued’un systèmetridimensionnelcomposédesphèresduress’écritxx ¯ ¿ ½ ´ ä y ¾ M ÿ MÄ 	��}û*ÿ â þ z d ¸ ��º! ´��»
où x ¯ K ½ð ¾ ä ÿ�M Ø
Commeà deuxdimensions,le libre parcoursmoyendiminuelorsquela densitéaugmente.Il di-
minueégalementquand

Ä É S
. Mais contrairementaucasbidimensionnel,cettediminutionest

dueaux diffusionsà deuxcorps— en particulierà la séquencede diffusion û<ügý�ügý1þ . En effet, le
termeprovenantdeschaînesdirectes(

¸�¹ ®� Y Â _ ) setrouve compensépar le termeprovenantde la
séquencedediffusion û<ügý�ü�þ , cequi neseproduitpasendimension2.

Ce calcul peut être mis en parallèleavec celui effectuépour les diffuseursponctuels[92].
Le comportementdescorrectionsau libre parcoursmoyen dansle casdesdiffuseursponctuels
esten

ä ? Ä â , alorsquepour les diffuseursde taille finie ÿ , il esten
ä ÿ M ? Ä . Ainsi, dansle cas

desdiffuseursponctuels,lescorrectionsaulibre parcoursmoyenmontrentun comportementplus
sensibleà la limite

Ä É S
quedansle casdesdiffuseursdetaille finie.¬ �Ä Ã � ó�ôTù�ø
�6ö%� öKù*)z÷%�eù'õúò ��÷ ó�õË,�øuõNÄ%'�ô���ò¢ó��

Commenousl’avonsmentionnéauparagraphe4.3,il existeplusieurschoixpourla resomma-
tion desgraphesde l’énergie propre.Le choix quenousavonsfait sejustifiait parnotrevolonté
de calculerdescorrectionsd’ordre supérieuren densité.Ce choix est justifié si l’on seplaceà
faible densité,

ä É S
, et dansle régimemétallique

Ä xaÅ ½ . Danscettesection,nousallons
voir plusendétail pourquoile régimemétalliqueestimportantpournotrecalculdescorrections
à deuxcorps.Nousallonsd’abordresommeruneclassedediagrammesdifférentsqui correspond
à un développementà uneboucle,développementperturbatifnaturelenthéoriedeschamps[60].
De là, nousverronsémergernaturellementle conceptdematricedediffusionauto-cohérentequi
permetd’aller beaucoupplus loin dansla resommationdesgraphes,maisauprix d’uneéquation
nonlinéaire.Æ@�Æ¤�G� ���i�G�����v�@���cÑ�¢(¥@���:Ô/	G�§���pÇ���1�È�¡�cÑ½{�����1���NÑ^��¥q�ÈÉ J�@���G�

La resommationdeschaînesdirectesdu propagateura permisd’obtenir le premierordreen
ä

del’énergie propre,proportionnelà la matrice
5
.� Y Â _ K ´ ð ü ä L MNPO Í ¯ û Ä ÿ�þï Y Â _¯ û Ä ÿ�þ ¿ L MNPO ´ ð ä½ 	 3Õ É ��	 M +KJ�� �M û N¾ �
	 Ä ÿ W lN 	�ü þ Ø ¸ ��º! � ¼»

L’étapesuivantepossibleconsisteà utiliser le propagateurhabillé avec cetteénergie propre
(équ.(4.13))pourévaluerlesdiagrammesd’ordressupérieursendensitéapparaissantdansl’éner-
gie propre.Le premierdiagrammed’ordre 2 en densitéestla chaîne û<ügýoü�þ danslaquellele rem-
placementdupropagateurnuparle propagateurhabillépermetderesommertouslesdiagrammes
à uneboucle.Cependant,le développementensériedeWatsonn’autorisepasla juxtapositiondej��
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deuxmatrices
5

portantsur le mêmecentrediffuseur. Par conséquent,la resommationdesdia-
grammesà unebouclenepeutpass’écrire

5 � ¬'Ù �ç; 5 � carelle contientle diagramme
5 � ¬ ¯ 5 � qui ne

doit pasexisterparconstruction.Il estcependantpossiblederesommercesdiagrammesendéfi-
nissantun propagateureffectif ¬ � de façonà cequela divergencedueà

5 � ¬ ¯ 5 � soit éliminéede5 �a¬F� 5 � (cf. [49]), cepropagateurestdonnépar ¬ÌÙ �ç; ´�¬ ¯ . Remplacerlespropagateursnusparles
propagateurshabillés(

5 � ¬øÙ �ç; 5 � ¬ÌÙ �ç; 5 � ) évite lesdivergencesmaisconduità compterdoublement
certainsdiagrammes.Unepossibilitéestdeneremplacerqu’unseulpropagateurnu: l’expression5 � ¬'Ù �4; 5 �P¬ ¯ 5 � neproduitpasdedoublecomptageet necontientpasdedivergence(voir Fig. 4.3).
La resommationdesdiagrammesdela Fig. 4.3s’écrit� Y Â�Î _ û B d B D þ Ò ° Ô ° \ K S ° ¸ ACB D F 5 ��ûCHKþ F B
³3I ñ B
ÂPF ¬øÙ �ç; ûCHKþ F B
Â÷ç ñ B
Â9F 5 �xûCHKþ*¬ Y[i_¯ ûCHKþ 5 ��ûCHKþ F B¶ç

K ä M À Ã�Ñ � À Ã�Ñ � S®° ¸
ACB D F 5 ��ûCHKþ F B
³�I�Hµ´¶Hv· ¸ ñ B
ÂPF 5 ��ûCHKþ*¬ Y[i_¯ ûCHKþ 5 ��ûCH�þ F B ç d¸ ��º! 3á¼»

où
�H K H§´ � Y Â _ K H D 	ºüÐÏ+ � , H D étantdonnépar H§´ � W � Y Â _ .

Cecalculestformellementle mêmequepourla chaîneû<ü<ýoü�þ (voir annexe G).� Y Â�Î _ û B d BED þ K N�¾ ä M L MNPO SU ¸*Ô UËÉ
Aa`bDaF 5 ûCHKþ F �Ä I U ¸ Í UlÉ û �Ä ÿ�þï Y Â _UlÉ û Ä ÿ½þ

Í U ¸ û ` ÿ½þï Y Â _U ¸ û Ä ÿ½þ
È À

Å
M J � Ã � ï Y Â _U ¸ ]cUlÉ û Ä�� þ ï Y Â _U ¸ ]cUËÉ û �Ä�� þ ¸ ��º! 1Ûg»

K ä M LbMNPO ð ¾ ÿM UÇ É � Y Â _ SU ¸ Ô U É
Aa`bD©F 5 ûCHKþ F �Ä I U ¸ Í UËÉ û �Ä ÿ�þï Y Â _U É û Ä ÿ�þ

Í U ¸ û ` ÿ�þï Y Â _U ¸ û Ä ÿ�þÈ � Ä ï Y Â _U ¸ ]cUlÉ û N �Ä ÿ½þ ï Y Â _U ¸ ]cUlÉ=] Â û N Ä ÿ�þ
´ �Ä ï Y Â _U ¸ ]cUËÉ=] Â û N �Ä ÿ�þ ï Y Â _U ¸ ]cUlÉ û N Ä ÿ½þ���Ø
Ici, la matrice

5
apparaîthors couched’énergie. On peut alors se poserla questionsuivante:

faut-il renormaliserl’expressionde la matrice
5

, c’est-à-direcalculer la matrice
5

à partir de5 û �HKþ KÒÑ 	 Ñ ¬øÙ �ç; ûCHKþ 5 û �H�þ ? Cettematrice
5

tiendraitcomptedu fait quela diffusion sepasse
dansunmilieu effectif ; la présencedesautrescentresdiffuseursseraitintégréedanscettenouvelle
matrice

5
. La réponseàcettequestionseradonnéeunpeuplusloin.

On considèreun développementà basseénergie et on ne gardequeles premierstermes.On
retrouvela prédominancedel’ondes,maisonpeutdéjàconstaterque

� Y Â�Î _
estd’ordre

ä
, etsemble

doncintervenir aumêmeordrequeleschaînesdirectes.Il semblequel’utilisation dupropagateur
habilléait fait perdreunepuissancedela densité.Enfait,

� Y Â�Î _
estd’ordre

ä È ½�? Ä x . La puissance
perduede

ä
estdoncdansle facteur½�? Ä x . Le paramètre½�? Ä x estle paramètrededéveloppement

le plusnaturelsi l’on fait un développementennombredeboucles(ici, le calculestfait à l’ordre
d’uneboucle; l’ordre suivantcontientlesdiagrammesavec2 boucles).j�j
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Si la densitéd’impuretésestsuffisammentfaibleet

Ä ÿ D ½ , alorsonaégalement
F �Ä ÿ F D ½ .

Ainsi, l’onde F del’élémentdematrice
5

(2.17)s’écrit

Aa`bDGF 5 ûCHKþ F �Ä I ¯ ¿ ´ ð ü Í ¯ û ` D ÿ�þ½ 	 M �Õ ��	 +KJ����M Ø ¸ ��º! �A¼»
L’énergie proprede(4.57)devient� Y Â�Î _ û B d B D þ`¿ ð ¾ ä ÿ L MNPO Í ¯ û ` ÿ�þ Mï Y Â _¯ û Ä ÿ�þÈ ��´ Ä ï Y Â _¯ û N �Ä ÿ�þ ï Y Â _Â û N Ä ÿ�þÓ	 �Ä ï Y Â _Â û N �Ä ÿ�þ ï Y Â _¯ û N Ä ÿ�þ��PØ ¸ ��º! �C¼»
On peututiliser cetteresommationpourhabillerànouveaule propagateur:

ñ BEDaF ¬ ûCHKþ F B ç K Ò ° \ Ô °Hµ´¶Hv·÷´jû � Y Â _ 	 � Y Â�Î _ þ Ø ¸ ��º�á�V¼»
Alors � Y Â _ 	 � Y Â�Î _ ¿ ´ ð L MNPO ä üï Y Â _¯ û Ä ÿ�þ y ½ 	 N ü¾ ��	 �ÄÄ z¿ ´ ð LbMNPO ä üï Y Â _¯ û Ä ÿ�þ y ½ 	 ü¾ ��	 û ½ 	 üÄ x þ z Ø ¸ ��º�á>Ú�»
Dansle régimemétallique,

Ä x ç�ç ½ , le logarithmepeutêtredéveloppépourdonnerdescorrec-
tions d’ordre ½�? Ä x dansla partie imaginairede l’énergie propre.Le premiertermede ce déve-
loppementpeutêtrevu commeunecorrectiond’ordre

ä M . Il intervientdoncdanslescorrections
à deuxcorpsaumêmetitre quecellesqui sontévaluéesdansle paragraphe4.3.2.C’estenfait la
correctionapportéeparla chaîneindirecte û<ü<ýoü�þ .Ó)Ô`Õ×ÖÙØÚÜÛRÝ�Þ�ß.Ø9Ô�ÕÐÖdÖ.àÐÝ/á9â¿Ý�ÛRã`Ø9ä§â¿äåÛRßQÞ(ácá9Ø9æÇàÐâ

Les paramètresde perturbationutiliséspour la resommationdesdiagrammesdansles para-
graphesprécédentsétaient

Ä ÿ�D ½ et la densité
ä

faible. Ici, le paramètre½�? Ä x donneune
relationentrelesdeuxparamètresprécédents.Eneffet,

½Ä x ¿ ä � ¾Ä���	tÄ ÿ � M D ½èç ä ÿ M D y Ä ÿ ��	tÄ ÿ¾ z M Ø ¸ ��º�á Ù »
Celasignifiequeplus on travaille à basseénergie (

Ä ÿ D ½ ), plus le milieu doit êtredilué pour
quela théoriedeperturbationsoit valide.Le choix deslimites estdoncle suivant: il fautd’abord
prendre

ä ÿ M É S
, puis

Ä ÿ É S
.Æ@�Æ¤�ôó é £
�@����	�J¥@ ��E�`��4ê��Õ/Ò@¢��1�(¥��3�( 

Dansceparagraphe,nousprésentonsuneapprocheformellepermettantdedériverunematrice
dediffusioneffective resommanttouslesdiagrammessanscroisementdeligne depotentiel.

Lorsducalculdel’énergiepropreàuneboucle,la matrice
5

estapparuehorscouche,suggérant
la possibilitéde la calculerà une énergie effective

�H pour rendrecompted’une resommation
de graphes— voir les commentairesaprès(4.57).On peutdonc imaginerévaluer la matrice

5jih
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pouruneénergie complexe rendantcomptedela diffusionsurleschaînesdirectes,c.-à-d.utiliser
un propagateureffectif ¬ û �HKþ dansl’expressionde la matrice

5
donnéepar l’équation (1.8). Il

estensuitepossibled’évaluerun nouveaupropagateurhabillé avec deschaînesdirectesutilisant
cettematrice

5
. Cethabillagenousdonneunenouvelle énergie effective qui peutà sontour être

utiliséedansle calculdela matrice
5
, et ainsidesuite æ�EEéºêQë`ê×é9Jc?uè . La resommationdetousles

diagrammessanscroisementde lignesd’interactionestdonnéeformellementpar les équations
coupléessuivantes: ã 5 û �H�þ K Ñ 	 Ñ )Dû �H þ 5 û �H þ)�û �H�þ K ) ¯ ûCHKþÓ	 ä ) ¯ ûCH�þ 5 û �H�þc)�û �H�þ d ¸ ��º�á w »
où le propagateurvaut ¬�û �H d B þ K û �HT´¶Hv·�þ ] Â et

�H K Hµ´ ä ACB@F 5 û �H þ F BJI . Cettematrice
5

peutse

 =  + 

5I6987: ��º �°;Ëìz·�H�ADC�G�GIé�XkêåERC�äçæåèßæhJcAIé�W�C 5 æ#?�JUXhí\WDX�Y!MZA2C[êkJ�CbC¾ê°±TXkê�WTJ1é�Xkê³ERC�äçæåèßæhJcAIé�W�C 5 ?RGZ?!C¾äºä�CQg
récrireenfonctiondela matrice

5
habituelle,c.-à-d.la matrice

5
calculédansl’espacevide.Dia-

grammatiquement,elleestreprésentéeparunedoubleligneentraitsdiscontinusdansla figure4.4.5 û �H þ K*5 ûCH�þÓ	 5 ûCH�þc) ¯ ûCHKþ 5 û �H þc)�û �H�þ 5 û �H�þ=Ø ¸ ��º�á´��»

576987: ��º! O;^ìz·RC[è<H�äNCbERC'GTMDîK?!C[ê�W�CåéPê`W[äï?BGTCbE:ækê!G äçæEèßæhJcA¾é�W�C 5 æ#?�JUX#íxWDX�Y�MZADC¾êkJ�C^VxC¾ê§JcABæké9J×H�ä�C¾éºêh[hgð ædGQM2îK?(C¾ê�W�C/C¾êbH�XkéºêkJ1éPäºä�M�Gøê`Cz±�ækécJ4HÕæ#G7HÕæ#AKJ1é�C°ERC�GLGQM2îK?(C¾ê�W�CZG'ADC�GKXkè�èbMDC�GÌHÕæ#A 5 û �H�þTgj�é
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Cettematrice

5
permetdecollectertouslesdiagrammesexceptésceuxqui possèdentdeslignes

d’interactionqui secroisent(voir la Fig. 1.1). Sachantqueles effetshorscouchen’apparaissent
qu’à l’ordre 2 en densité,la matrice

5
peut être prise avec une impulsion

(
correspondantà

l’énergie H K L M Ä M ? NPO . Lessolutionscomplexes
�H del’équationfermée�H K Hµ´ ä A1(�F 5 û �H�þ F (�I ¸ ��º�á� ¼»

contiennentla diffusiondueà touteslesséquencesqui contiennentdesbouclessansintersection
(voir Fig. 4.5).

j�ò
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Danscechapitre,nousmontronsquela sériedeWatsonpeutsemettresousuneformecom-
pacte,permettantuneapplicationnumériqueplus aisée.Seulle casà deuxdimensionsesttraité
ici, maisla généralisationàtroisdimensionspeutsefairedela mêmefaçon[41]. L’approcheutili-
séeestl’approchematricielledeKorringa-Kohn-Rostoker (dite KKR) [53, 52], pluscouramment
employéedansle domainedu chaos[103, 22]. Alors quecetteméthodeestplutôt utiliséepour
rechercherles résonancesde diffusion dansdesconfigurationsparticulièresde quelquesdisques
[37, 23], nousl’utilisons à basseénergie (paramètre "!$# % ) de façonà n’avoir quel’onde & à
considérerdansdessystèmescomportantungrandnombrededisquesplacésaléatoirement.Dans
un premiertemps,nousfaisonsle lien directentrela sériedeWatsonet l’écriture matricielledu
formalismeKKR à deuxdimensionset nousgénéralisonsl’approcheKKR defaçonà incorporer
la possibilitéd’avoir de la diffusion horscouched’énergie enutilisant la basedesondesplanes.
Cettegénéralisationpermetensuitede dériver la fonction d’ondeet la sectionefficacede diffu-
sion d’un électronpar un systèmecomposéde ' disquesdurs.Cesdeuxquantitéssontensuite
étudiéesnumériquementpourdessystèmesdepetitetaille (pour la fonctiond’onde)et degrande
taille (pourla sectionefficacetotale).

(�)+* , �-���.�/����01�-�325476��8�/09��0;:�6=</>?����0@��0BA 6C��<��� 4D�����E��0	<F<HG�<�I
�/JK2E0	<MLON ����</PQ��0	<

S’inspirantdestravauxdeBerry [16], Gaspardet Rice[37] développentun formalismedécri-
vant la diffusionquantiquedansun systèmeclassiquementchaotique.Dansle cadredecetravail,
ils présententun calcul exact de la diffusion d’une particulequantiquesur un ensemblede trois
disquesdursfixésdansle plan.Le formalismeévaluela matricedediffusion R du systèmeense
plaçantdansla basedesondespartielles.Il décrit la diffusionélastiqued’uneparticuled’énergieSUTWVYX.Z[X\.] . Commenousl’avonsdéjàmentionnédansl’introductiondu chapitre2, l’électrondif-
fusede façonélastique; sesétatsquantiquespossiblessontceuxde la basedesondespartielles^`_  ba�ced$f+g , où le nombred’onde  estfixé par l’énergie

S
de l’électron.L’utilisation de la re-

lation defermeturehji ] _  ba�ckd$fYlm ba�ced _ T % nefait intervenir quelesétatsphysiquespossibles
de l’électron, contrairementà ce qu’il se passelors de l’utilisation de la relation de fermeture
sur lesondesplaneshjn _ o fYl op_ T % . Cettedernièrerelationdefermeturefait intervenir desétats
d’impulsion incompatiblesavec le processusdediffusionélastique.Cesétatsvirtuelsnécessitent
l’introductiond’élémentsdematriceq horscouched’énergie.

r�s
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Le développementen sériede Watsonde la matrice R , évaluéedansla basedesondespar-

tielles, conduitalorsà desséquencesde diffusion sur couched’énergie [64]. La méthodes’ap-
pliqueàunnombrequelconquedediffuseursdetaillesdiverses[103] etégalementàdesdiffuseurs
dedifférentesnatures(puits,barrières,disquesdurs, ����� ) [22].

La matrice R dusystèmeglobalestreliéeà la matrice� décrivant la sériedeWatsonpar

R	�m �� T��¡ �¢ �£�m ��¤� ¥ } º�¦�»
La matricedetransfertdu système,� , s’écrit commele produitdetroismatricesselonla relation

�£�m �� T� �§7¨U©«ª�¬� ¥ } º¯®¼»
où lesmatrices

§�° ±³²
et
¬�° ±³²

paramétrisentle couplagedesondespartielles,entranteset sortantes
respectivement,avec l’intérieur du systèmeau niveaudu centré . La matrice

¨
contienttoute

l’information surla diffusionmultiple del’onde dansle système.Cesnotationsmatricielless’ex-
plicitent dansla basedesondespartielleŝ

`_  ba�ced$f+g . Chaquematrice
§

,
¨

et
¬

estconnuepour
desconditionsauborddesdisquesparticulières[22]. Noussommesintéressésici par lesdisques
durs,c’est-à-direpar les conditionsau bord de Dirichlet. La difficulté techniqueessentiellede
cetteapprocheestl’inversiondela matrice

¨
. Le développementensériedeWatsonestunefa-

çond’inversercettematricequi asesavantages(permettrele calculdemoyennesd’ensemble,par
ex.) et sesinconvénients(c’est unesérieinfinie dont on ne sait resommerquequelquesclasses
dediagrammesdansle régimedediffusionqui estun régimeperturbatif).Danslesproblèmesde
diffusion sur quelquesdisques,le déterminantde

¨
suffit pour obtenirdesinformationssur le

système: lesrésonancesdediffusiondu systèmesontobtenuesenrecherchantleszérosdu déter-
minantde la matrice

¨
pour desvaleursde  "! complexes.Ceszérosdonnentles divergences

dela matricedediffusion R et,parconséquent,lesénergiescorrespondantessontcellespour les-
quellesle comportementdel’électronestle plusaffectéparla présencedescentresdiffuseurs.

µ	¶¸·«¶¸· ¹3º¸»�¼�»�¼-½�¾�»b¿¸ÀÂÁ.Ã�¾�ÄÂÅÆ¿ÇÀ�½ÈºÇÃ8¼�ÉÊÉÊË�»�½$¿¸ÀÍÌ�ÎH¾�º¸»bÏp»ÊÐ5À�½ÑÌ�Ã8¼
Dansun premiertemps,la sériedeWatson�Ò�m �� estobtenueendéveloppanẗ

©«ª
autourde

l’identité selonunesériegéométriqueetenutilisantlesexpressionsmatriciellesdonnéespar[22].
Lesmatrices

§
,
¨

et
¬

sontensuitegénéraliséespourpourvoir travailler dansla basedesondes
planes.

¨ TWÓ !Ô ¢Õ� �� ÕÖ �
× Ó !Ô ¢ ¨Ø©«ªvTU�xÙÚÖÛÙÚÖ \ ÙÝÜ�Ü�Ü

×   Ó !Ô ¢Þ�Ò�m �� T�§�¬ÚÙÝ§�Öß¬àÙá§�Ö \ ¬ÂÙÝÜ�Ü�Ü ¥ } º¯â¼»
Lesexpressionsdesmatrices

§
,
Ö

et
¬

sontã
ä °æå�²]èç T ÔÑé å ]Æêìë�í ] © ç �m "î å �ï ° ª ²ç �m ð!��S °æå�²]-ç T Ó ! é © å ç�êñë í ç © ] �m "î å � í ] �m ð!��
' °òå¯±¤²]èç T�  í ] �m "!��ï ° ª ²ç �m "!��

ï ° ª ²] © ç �m "î å¯± �ñó å¯± �ed  ô � ¥ } º õ�»
ö¤÷¤ø?ù¤ú�û-ü ý¤ý+þ�ÿ���ú������	�
������?û�� �.û��������¯û û������ ù¤ú û�� ù�������ú������¤ú����� !����� ú#"�ù��$������%�&�'�ù¤ú��	������ù¤ú û(� ù�'�ù)��%�����+*Æ÷, �.û-��.�/�%��ìû û����¤ú�û-���0%�%��������.û�/1����23�.ú
��4���%��5%�����%�����26���ìû-��ù¤ú û	ü ö�738 ÿ�/�÷�ö)9�þ�÷

r;:
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où

ó å ± �ed  ô � TLKNM si
¢?T ´é å ] ° ê�O¸ë © êìë ² é å ç ° ê�O © ê�O¸ë ²

si
¢GPT ´

Rappelonsque Q å estl’angle entrel’axe desabscisses��RTS�� et le vecteur U å et que Q ±+å estcelui
entre ��RTS«� et U ±+å�V U ±   U å . Le premiertermedu membrededroitede l’équation ¥ } º¯â¼» estle
termedediffusionsurunseulcentre,c’estla matriceq écritedansla basedesondespartielles.

  Ô ¢
Ó ! q

°òå�²]èç T   Ô ¢
Ó ! W�XYZ�[ © X

ä °æå�²] Z S °æå�²Z ç
T� B\Ñ¢ é åe° ] © ç ² êìë W�XYZD[ © X

í Z �m ð!��ï ° ª ²Z �m "!�� í
] © Z �m "î å � í ç © Z �m "î å �¤� ¥ } º } »

Avec
V X\.]^] T % , la matricesurcouched’énergie ¥ ®Yº¯®1_¼» est

l o�`¸_ q�� S � _ o f T� B\Ñ¢ é�© åe° n�a © n ²cb ë W�XYZD[ © X
é å Z ° ê a © ê ² í Z �m ð!��ï ° ª ²Z �m "!��

 ¥ } ºd¼»
et s’écrit,endéveloppantl’exponentielleenondespartielles ¥ w º�¦Yõ�» et enréarrangeantlesindices
desommation,

l o�`¸_ q�� S � _ o f T   Ô ¢
Ó ! W�XY] [ © X W�XYç [ © X

éÑ© å ] ° ê ©!e X ² q °æå�²]-ç é å ç ° ê a ©!e X ² � ¥ } º�fg»
Le deuxièmetermedu membrededroitede l’équation ¥ } º¯â¼» estle premiertermenon trivial

(i.e. contenantplusd’unediffusion).Il s’écrit

� §�Ö$¬ � °òå¯±¤²]èç T Y Z Yhg ä °æå�²] Z ' °æå¯±³²Z g S ° ±³²g ç
TÝ  Ô Ó ! Y Z g é å ]vêñë é å Z ° êiOñë © êñë ² é å

g
° ê�O © ê�O¸ë ² é © å ç�ê�O�í Z �m "!��ï ° ª ²Z �m "!��

í
g
�m "!��ï ° ª ²

g
�m "!��j í ] © Z �m "î å � ï ° ª ²Z © g �m "î å¯± � í ç © g �m "î ± �¤� ¥ } ºk¼»

Cetermecorrespondà l o ` _ q ± � S �Dl ° W ²m � S �ñq å � S � _ o f obtenuà l’équation ¥ âYº¯®¼» . En effet, l’ondeen-
tranteétant

_ o f et l’ondesortantel o ` _ , lestermesdetranslationdel’équation ¥ âYº¯®¼» sedéveloppent
sousformed’ondespartiellesdela façonsuivante

é © å n a b O W å n b ë T Y
i
Y�n ¢

n
© i é å i ° ê a © êiO ² © å n ° ê © êìë ² í i ��o ` î ± � í n ��o�î å �¤�

Ainsi, la séquencedediffusionsurdeuxcentresdel’équation(3.3)s’écrit

l o ` _ q ± � S �Dl ° W ²m � S �ñq å � S � _ o f Tp\Ñ¢ Y
i
Y n YqgrY Z ¢

n
© i é åe° i W

g
² ê a é © åe° n W Z ² ê é å

n
êñë © å i êiO

j é åk° g © Z ² °ts1u \ © êiOñë ² í g ��o ` !��ï ° ª ²
g
�m "!��

í Z ��o�!��ï ° ª ²Z �m "!��
ï ° ª ²g © Z �m "î å¯± � í n ��o�î å � í i ��o ` î ± �¤�

r=v
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Cequi donne,enréarrangeantlesindices( d TxwDÙzy

et
ô£T c Ù|{

),

l o ` _ q ± � S �)l ° W ²m � S �ñq å � S � _ o f Tp\Ñ¢ Y
]

Y
ç
Y g Y Z é © å ] ° ê © s1u \ ² é å ç ° ê a © s1u \ ²j é å ]Æêìë é å Z ° ê�Oñë © êìë ² W å

g
° ê�O © ê�Oñë ² é © å ç�êiO é åe° g © Z ²}sj í

g
��o ` !��ï ° ª ²

g
�m "!��

í Z ��o�!��ï ° ª ²Z �m "!�� í
] © Z ��o�î å � ï ° ª ²g © Z �m ðî å¯± � í ç © g ��o ` î ± �¤� ¥ } º~¼»

Pourgénéraliserlesmatrices
§

et
¬

defaçonàincorporerlapossibilitéd’avoir
o

et
o `

horscouche,
nousintroduisonslesnouvellesmatrices �§ ��oH� et �¬ ��oH� pourécrirecetteséquencedediffusionsous
la forme

l o ` _ q ± � S �)l ° W ²m � S �ñq å � S � _ o f
TÝ  Ô ¢

Ó !
Y
]
Y
ç
Y g Y Z é © å ] ° ê © s1u \ ²��ä °æå�²] Z ��oH�ì' °æå¯±³²Z g �S ° ±³²g ç ��o ` � é å ç ° ê a © s1u \ ² � ¥ } º�¦	_¼»

La correspondanceentrelesautresséquencesdediffusionsefait dela mêmefaçonet la générali-
sationà touteslesséquencesdediffusiondela sériedeWatsonpermetd’écrire

l o�`¸_ �£�m �� _ o f T�  Y ] Y
ç
é�© å ] ° ê © s�u \ ²�� �§ ��oH� ¨ ©«ª �¬ ��o ` ��� ]èç é å ç ° ê a © s1u \ ² 

¥ } º�¦Ñ¦ � »
aveclesnouvellesmatricesdecouplagedesondespartiellesincluantleseffetshorscouched’éner-
gie �ä °æå�²]-ç ��oH� T ÔÑé å ]ÆêìëÑí ] © ç ��o�î å �ï ° ª ²ç �m "!��

í ç ��o�!��í ç �m "!���S °æå�²]-ç ��o ` � T Ó ! é © å ç�êìë í ç © ] ��o ` î å � í ] ��o ` !��¤� ¥ } º�¦Ñ¦6�l»
On a ainsi uneécriturecondenséede la sériede Watsonsousforme d’un produit de matrices.
Remarquonsquela matrice

¨
(ou

Ö
) estprisesurcouched’énergie. Toutela diffusionmultiple

a lieu sur couche,seulesles matricesexternessont hors couched’énergie. Lors du calcul des
séquencesde diffusion de la sériede Watson(3.4), il apparaissaitdéjàquetoutesles diffusions
internessepassesurcouche.

µ	¶¸·«¶�� ��º¸Ì���ÅÆÌ�Ì�º¸Ã8¼�ÏK»�Ì »;��»�½ÈÌ��KÃ8¾�Ì���Ã8Å��h�p»bÏG��Î�¼K»�¾q�8ºÇ»
Dansle casde la diffusionsur un seulcentre,le produit �§ �¬ ne reproduitpasexactementla

matrice q horscouchedel’équation(2.17).Poursimplifier, considéronsle casoù le potentielest
placéà l’origine durepère,U å T��

. La matriceq décrivantle premiertermedudéveloppementde
l’équation(5.11)est

l o�`¸_ q Z _ o f T� B\Ñ¢ W�XY] [ © X
éÑ© å ] ° ê © ê a ² í ] ��o�!�� í ] ��o ` !��

í ] �m ð!�� ï ° ª ²] �m ð!�� � ¥ } º�¦�®¼»
r��
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La comparaisonavecl’élémentdematriceq donnéen(2.17)montrequele termeomisdanscette
formulationmatricielleest���	�Z � o  o�` � T Ô Ó ! W�XY] [ © X

é�© å ] ° ê © ê a ²-� o ` \    \o ` \   o \ j o í ] ��o ` !�� í ] ©«ª ��o�!��
  í ] ��o�!�� � o ` í ] ©«ª ��o ` !�� o \    \o ` \   o \ Ù  í ] ��o ` !�� í ] ©«ª �m ð!��í ] �m ð!�� ��� ¥ } º�¦�â¼»

Cetermegénéralisela fonction
� offZM��oH� introduiteau§ 4.3.1aucasoù lesvecteursd’ondeentrant

et sortantsontdifférents. � �	�Z ��o  oH� T � offZ ��oH�¤�
Onmontreimmédiatementquecetermestrictementhorscouches’annuledèsquel’un desvecteurs
d’onded’entréeou desortieestsurcouched’énergie.� �	�Z �m  oH� T � �	�Z ��o   �� T � ���Z �m   �� T M �
Le produit

�ä �S
correspondalorsàunélémentdematriceq semihorscouched’énergie. Il disparaît

égalementlorsducalculdu propagateuravecl’expression� � S � T � ° W ²m � S � Ù � ° W ²m � S �ì� � S � � ° W ²m � S �¤�
Dansce cas,le propagateurlibre

� ° W ²m � S � qui accompagnela matrice q rendcelle-ci semihors
couche— voir l’annexe F.

Leseffetshorscouche disparaissentlors du calculdequantitésmesurables.En effet, il n’est
paspossiblede mesurerun étatvirtuel. On peutalorssedemanderl’utilité de la généralisation
qu’apportentlesmatrices

�§ ��oH� et
�¬ ��oH� . Ceseffetshorscouchesontdusà l’utilisation dela base

desimpulsionŝ
`_ o f+g danslaquelleuneparticuleencoursdediffusionpeutavoir n’importequelle

énergie.Dansl’approcheKKR, la basechoisieestcelledesondespartiellesayanttoutesle même
nombred’ondephysique . Lesélémentsdematriceq sontsurcouched’énergie.Notreapproche
utilisela basedesondesplanesqui fait apparaîtredesélémentsdematriceq horscouched’énergie.
Nousverronsdansle prochainparagraphequela généralisationqu’apportentles matrices

�§ ��oH�
et

�¬ ��oH� permetd’obtenir la fonction d’onde en travaillant avec la basedesondesplanes(par
l’insertiond’unerelationdefermetureh n _ o fYl op_ ).

Par ailleurs,commenousl’avonsvu dansleschapitresprécédents,cettebaseprésenteégale-
mentunintérêtpourle calculdupropagateurmoyennéqui s’évaluealorsplusfacilementquedans
la basedesondespartiellesetqui s’écrit sousla formed’uneéquationdeDyson(1.31).

(�)�� � ����8�/���3@� �Ç�����0
La fonctiond’ondepeuts’écriresousformematricielleà l’aide de l’équationde Lippmann-

Schwinger _¢¡T£ f T _ ¤ f Ù � m � S Z �ì�£�m �� _ ¤ f¤�
Dansla représentationposition,la partiediffusées’écrit

l�¥ _ � m � S Z �ì�£�m �� _ ¤ f T ¦
� Ô Ó � \�§©¨ o ` é å n a«ª

S Z  ÕS¬ a Ùb¢$® l o ` _ �Ò�m �� _ ¤ f¤�
r;¯
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La généralisationqu’apportentlesmatrices �§ et �¬ permetd’effectuerl’intégrationprécédentede
façonsimple.L’intégrationsur

o `
seramèneàY

ç §©¨ o ` é å n a«ª
 \   o ` \ Ùb¢$® �S ° ±³²° ç ��o ` � é å ç ° ê a © s�u \ ²

T Ó ! §©¨ o�` é å n�a ª
 \   o ` \ Ùb¢$® í ° ��o ` !�� Y ç í ç © ° ��o ` î ± � é å ç ° ê a © êiO © s�u \ ²

T Ó ! §©¨ o ` é å n a ° ª © b O ²
 \   o ` \ Ùb¢$® í ° ��o ` !�� é å ° ° ê a © ê�O © s1u \ ² �

Selonle casoù le point ¥ setrouve dansun disquedur ou à l’extérieur, le résultatdel’intégration
est

 3¢ Ó \ é å ° ° ê�±�²1³ O © êiO ² í ° �m "!�� ï ° ª ²° �m _ ¥   U ± _ � si
_ ¥   U ± _µ´ ! 3¢ Ó \ é å ° ° ê�±�²1³ O © êiO ² ï ° ª ²° �m "!�� í ° �m _ ¥   U ± _ � si
_ ¥   U ± _µ¶ !/�

La fonctiond’ondes’écrit alors¡ £ ��¥Ñ� T Y
]
é © å ] ° ê�· © s�u \ ²�� í ] �m { � é å ]vê ±   Ó !\Ñ¢ Y å ± Y ZD° ä °òå�²] Z�¸�¹ ©«ª0º °æå¯±³²ZD°j é å ° ° ê�±�²1³ O © ê�O ²µ»�¼ � _ ¥   U ± _   !�� í ° �m "!�� ï ° ª ²° �m _ ¥   U ± _ �

Ù ¼ �m!   _ ¥   U ± _ � ï ° ª ²° �m "!�� í ° �m _ ¥   U ± _ �¾½�¿ 
¥ } º�¦Yõ�»

oùlesfonctions
¼

deHeavisideparamétrisentle fait quel’on setrouveàl’intérieur ouàl’extérieur
d’une sphèredure.Bien sûr, à l’intérieur d’une sphèredure la fonction d’ondeglobale

¡ £ ��¥Ñ�
s’annule: la partiediffuséedela fonctiond’ondey compenseexactementl’ondeplaneincidente.

(�)¾À Á 0	�������� 05Â �-6��è0

La sectionefficaceestuneautrequantitéqui s’obtientdirectementà partir de la matrice � .
Elle peutêtrecalculéededeuxmanières:

– parintégrationangulairedela sectionefficacedifférentielle— voir l’expression(1.12)—Ã
tot � ¤ � T %Ä Ó  § \ sm ¨ Q _ l ¤ ` _ � _ ¤ f _ \ a ¥ } º�¦ } »

– ou enprenantla partieimaginairedel’amplitudedediffusionversl’avant,Ã
i � ¤ � T�  % ÆÅÈÇ l ¤Ú_ � _ ¤ f¤� ¥ } º�¦	d¼»

Le théorèmeoptiqueimposel’égalité entrecesdeuxrelations( Ã tot=
Ã

i). L’introduction de deux
notationsdifférentespour la sectionefficacetotaleest nécessairepour repérerla façondont le
calculnumériquedela sectionefficaceesteffectué.

r=É
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La sectionefficacetotaledépendde la directiondu vecteurd’ondeincident

¤
et la section

efficacedifférentielle Ã £ËÊ�£ a dépenden plus de la directionde l’onde diffuséedonnéepar
¤ `

.
L’information sur cesdirectionsestcontenuedansles matrices

§
et
¬

qui relient l’intérieur du
systèmeà l’extérieur. Une troncaturetrop brutaledansles ondespartielles d et

ô
de l’expres-

sion (5.11) ferait perdrecetteinformationsur les directionsqui est nécessairepour une bonne
définitiondela sectionefficace.

(�)�Ì Í 4�4�:��+�-6C�������Q��2E>?����PQ��0
µ	¶ÏÎK¶¸· ÐÒÑ!ÑÆ¾ÈÃÔÓKºñÄáÀ�½ÈºÇÃ-¼pÌ

L’écriture matriciellede la fonction d’ondeou de la sectionefficaceestmieux adaptéeque
la sériede Watsonpour uneétudenumérique.L’inconvénientde la sériede Watsonestqu’elle
nécessitela resommationd’une infinité de termes,mêmesi l’on ne considèrequel’onde & . Au
contraire,la formulationmatricielleprésenteunematricedela taille dunombred’ondespartielles
multipliée par le nombrede diffuseurs.La troncaturese fait seulementsur le nombred’ondes
partiellesalorsquel’approcheparla sériedeWatsonnécessitela troncaturesurle nombred’ondes
partielleset sur le nombrede diffusions.Lorsque  ð!Â# % , la contribution principaleprovient
essentiellementdel’onde & ; il estdoncpossibledenégligerlesondespartiellesd’ordresupérieur.
La taille dela matrice¹ estalorsdonnéeparle nombredecentresdiffuseurs.

Pourlecalculnumérique,il estnécessairedetronquerlessommessurlesondespartielles.Lors
de la diffusionmultiple, chaquedisquedur agit commeunesourcesecondaire(voir équ.(1.22))
et l’onde émisepar chaquedisquecontientuneséried’ondespartielles.Lorsque  ð!Ú# % , ces
ondessecondairessontdesondesisotropes.La matrice ' °òå ±³²]èç estalorsévaluéeseulementpour

l’onde & , i.e. ' °æå¯±¤²mDm estunematricededimensions' j ' , où ' estle nombredediffuseursdans
le système.L’expression(5.14)dela fonctiond’ondesesimplifiedansl’approximationdel’onde &
pourdonner¡ £ ��¥Ñ� T Y ] éÑ© å ] ° ê�· © s1u \ ²	� í ] �m { � é å ]Æê ±   Ó !\Ñ¢ Y å¯± Y ZD° ä °æå�²]^m ¸�¹ ©«ª º °æå¯±³²mDm»i¼ � _ ¥   U ± _   !�� í m �m "!�� ï ° ª ²m �m _ ¥   U ± _ �

Ù ¼ �m!   _ ¥   U ± _ � ï ° ª ²m �m "!�� í m �m _ ¥   U ± _ � ½ ¿3� ¥ } º�¦�fg»
La sommesur d du premiertermene peut pasêtre tronquéeà d T M car elle représentele
développementde l’onde planeincidenteen ondespartielles.En effet, si l’on imposait d T M ,
cetteondeseraituneondecylindrique émanantde l’origine descoordonnées.La troncaturede
la sommesur d restreintla régionde l’espaceoù l’onde incidenteestplaneà unesurfacefinie,
quenousappelleronssupportdel’ondeplane. L’intensitédel’ondeplanevaut1 danscetterégion
et décroîtensuitetrès rapidementaprèsquelquesoscillationsdansla direction transverseà la
directiondepropagation(voir Fig. 5.1).Plusla sommesur d contientd’ondespartielles,plus le
supportdel’ondeplanes’étend,i.e. plusla sérieserapprochede

é å £ ª
.

D’un point devuenumérique,lors du tracédel’intensitédela fonctiond’onde,nouschoisis-
sonsun supportdel’onde planetoujourssupérieurà la taille del’échantillonétudiédefaçonà ce
quel’onde incidentesoit effectivementuneondeplanelà où a lieu la diffusionmultiple.

Dansle casdel’onde plane,il estévidentquela sommesur d peutêtrefaiteanalytiquement
pourdonner

é å £ ª
pourtouteposition ¥ del’espace,maiscettesommenepeutengénéralpasêtre

r/r
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faitepourla partiediffuséedel’onde.Pourdesraisonsdecohérence,il estpréférabledetronquer
la sériedonnantl’ondeplaneaumêmeordrequela sériedel’ondediffusée.

Uneexceptionpeutêtrefaitepour la diffusionà basseénergie (  "!Þ# % ). Danscecasparti-
culier, la sommesur d peutêtrefaitedefaçonanalytiqueégalementpour l’onde diffusée,cequi
permetd’avoir une � � vraie � � ondeplaneincidente(nontronquée).

La fonctiond’ondeesttracéeàl’aide del’équation(5.14)contenantuncertainnombred’ondes
partielles.Rappelonsquele nombred’ondespartiellespeutêtretronquéà d��F "! puisquele
rapport í ] �m "!���� ï ° ª ²] �m "!�� devient trèsvite négligeablepour d	�  "! . En pratiquecependant,
la priseencompted’un certainnombred’ondespartiellesprendde la mémoirequi pourraitêtre
allouéeaunombredecentresdiffuseurs.Parconséquent,l’approximationdel’onde & estcellequi
permetde faire descalculsnumériquesavec le plus grandnombrede diffuseurs.Le programme
numériquedecalculdel’intensitédela fonctiond’ondedoit vérifierplusieursconditions:

1. il doit permettredereproduirel’intensitéliéeà la diffusionsuruncentre;

2. la fonctiond’ondedoit s’annulersurle bordetdanslesdisquesdurs;

3. le volumesousla surfacedel’onde plane,c.-à-d.le volumedéfini par le supportdel’onde
plane,doit êtrele mêmequele volumesousla surfacedela fonctiond’ondetotale(conser-
vationduflux) ;

4. le programmedoit êtrerobusteparrapportàunelégèrevariationdansla longueurd’onde 
 ,
le rayondesdisques! , la positiondesdisquesU å où le nombred’ondespartiellesutilisées
d ]��� .

En cequi concernela sectionefficace,nousavonschoisideneconsidérerquel’onde & pour
la diffusionmultiple dansle systèmeet deresommeranalytiquementlesdeuxsériesd’ondespar-
tiellesdonnantle couplageavecl’extérieur— sommessur d et

ô
del’expression(5.11).Decette

façon,la matrice� s’écrit simplement

l ¤ ` _ � _ ¤ f T� B\Ñ¢ í m �m "!��ï ° ª ²m �m "!��
�Y
å [ ª �Y

± [ ª é å £ a b ë ¸ ¨ ©«ª º °òå ±³²mDm é © å £ b O � ¥ }�Õ ¦	k¼»
Cetteexpressionmontrequel’information sur les directionsincidenteet sortanteestconservée
dansles exponentielles,maiscetteresommationanalytiquene peutpassefaire au-delàde l’ap-
proximationdel’onde & .
µ	¶ÏÎK¶�� ��º��3ÅÆÌ�ºÇÃ8¼�Ì�ÅK¾"Åp¼UÏÆº¸Ì��?ÅK»àÏpÅp¾

Encequi concernele point1, lesfigures5.2montrentl’intensitédela fonctiond’ondelorsde
la diffusionsurun centreà basseénergie. La diffusionestisotropeet la fonctiond’ondes’annule
dansle disquedur. La premièrefigureestunereprésentationen trois dimensionset la deuxième
estun tracédescourbesdeniveaudela mêmefigure.Le petit cercleaucentredela figurerepré-
sentel’emplacementdu disquedur et non le disquedur lui-même(la taille du symbolen’estpas
proportionnelleà la taille du disquedur). L’ondeincidentevient des ��� M et sepropagedansla
directiondes� croissants.Le rayonducentrediffuseurenquestionest ! T % , seulel’onde d T M
aétépriseencompteet  "! T % M ©�� .

Lorsquele rayondu disquedevient granddevantla longueurd’onde,il estnécessaireprendre
en comptesuffisammentd’ondespartiellespour annulerde la fonction d’onde sur le bord du
disque.Les figures5.3 sontune illustration du fait qu’un nombreinsuffisant d’ondespartielles
n’annulepasla fonction d’onde.Le rayondu disqueest ! T��

,  "! T��
et le nombred’ondes

r��
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partiellesreprésentéesest d ]��& T Ô

. Sur la figure de droite avec les courbesde niveaux,nous
voyonsle borddu disquesedessiner, maisl’ondepénètretoutdemêmedansle disque.

La mêmeconfigurationcontenantplus d’ondespartielles( d ]��� T	"
) est montréepar les

figures5.4.Le disqueapparaîtclairementdansla figureaveclescontours.La fonctiond’ondeest
repousséeà l’extérieurdu potentielcommeil sedoit.

µ	¶ÏÎK¶(' ��º��3ÅÆÌ�ºÇÃ8¼�Ì�ÅK¾"Åp¼UÌ*)KÌ ½�+/Äá»ÚÏKÎ/Ì Ã8¾�ÏKÃ8¼Æ¼KÎ ÑÆÀ�¾È½Ñº$��Åp¿ñºÇ»H¾
Ceparagrapheillustre lesdifférentesconditionsà vérifier surun systèmeparticuliercomposé

de25 disquesdursrépartisaléatoirement.La taille decesystèmeestmesuréepar,bT.- ,  ,0/ �!1`� Ä % 
où

,  est l’écart maximalentredeuxcentresselonla direction S , et
, /

l’écart maximalentre
deuxcentresselonla direction � . L’intensitéde la fonctiond’onde,danscesystèmeet pourune
valeurde  ð! donnée,estreprésentéepar la figure 5.5. L’onde incidentestationnaireprendson
originedansles � négatifset sepropageselonles � croissants.Le nombred’ondeest  T Ô �21 Ô ,
la longueurd’onde, 
 T Ô � " % , est inférieureà la taille du système.Le rayondesdiffuseursest
! T � M � . Le produit  "! T ��%Ñ%43 est inférieur à 1, autorisantl’approximationde l’onde & . La
densitésansdimensionest5`! \ T � M1M Ô1Ä . L’apparitiond’un pic d’intensitéestdûàdesinterférences
constructivesprovenantde la diffusionmultiple. La vuededessusde la mêmecourbepermetde
voir la positiondesdifférentsdisquesreprésentéspardescercles(dont le diamètren’estpasrelié
à la taille réelledu diffuseur).

Bien qu’il y ait uneaugmentationde l’intensitéde la fonctiond’onde,le point 2 estvérifié:
l’onde ne pénètrepasdansles disquesdurs.L’intensitéde la fonction d’ondeestde l’ordre de
% M ©��³ª dansles diffuseurscommele montrela figure5.6.Elle n’a pasla mêmevaleurdanstous
les centresdiffuseurscar elle n’est pashomogènedansle système,maisvarie selonla position
desdisquesdurs.Dansle casd’un systèmeordonné,la répartitiondesvaleursde l’intensité est
régulière.Le point3 estégalementvérifié: l’intégrationdel’intensitédel’ondeplanesurlasurface
considéréedonnele mêmerésultatque l’intégration de l’intensité de l’onde globale.Enfin, le
dernierpoint estaussivérifié: l’existencedu pic eststablesousunefaiblevariationdesdifférents
paramètresàdisposition.Lesfigures5.7et5.8montrentla fonctiond’ondedansle mêmesystème
maisàdesénergiesdifférentesindiquéesdansla figure5.9parlesflèches3 et1 respectivement.La
longueurd’ondeassociéeà la figure5.7est 
 T Ô � M \ , celleassociéeà la figure5.8est 
 T 1`� \ % .

La sectionefficaceétantunequantitéasymptotique,il n’estpaspossibledetronquerla somme
sur les ondespartiellesà unepetitevaleurde d ; en faisantcela l’information sur la direction
desondesincidenteet sortanteseraitperdue.Pouréviter d’avoir unesommetrop importanteà
calculer, il estpréférablederemplacercelle-ciparl’expressionexactedela sommeinfinie, c.-à-d.
par l’onde plane.L’approximationde diffusion de l’onde & dansle systèmepermetde faire ces
resommationsexactes.Cetteapproximation,donnéepar l’expression ¥ }�Õ ¦	k¼» , imposede choisir
 "!ß# % . La variationde la sectionefficacetotaledu systèmereflètela présencederésonances
de diffusion: pour certainesvaleursde l’énergie (  ð! ), la diffusion de l’onde estfortementaug-
mentée.Cependant,il ne suffit pasque la sectionefficacetotalesoit forte pour provoquerune
augmentationde l’intensité de la fonction d’onde.C’est le caspar exemplede l’intensité repré-
sentéedansla figure 5.7 qui correspondà l’énergie signaléepar la flèche3 dansla figure 5.9.
Ici, lesinterférencesconstructivesn’augmententpasénormémentl’intensitédela fonctiond’onde
alorsquela sectionefficacetotaledu systèmeestplus importantequela sommedessectionsef-
ficacesindividuelles.Le travail de Gaspardet Rice [37] précisequeles résonancesde diffusion� s
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Þ�á�ç�Ý�ã�æ ç�ÝèãhßDC äDæ á�ÝèÞ¾â3ì�á�ß3îÈì ãhß�à ã1ácà
ò6î=ß3à ã�îµì�à ã�æ îµÝpàE��à6Þ873ðñßãµâ�à6ç�ìDãqç�ÝÔÝ(â	ô
nesetraduisentpastoujourspardespicsdela sectionefficacetotale.La relationentreuneréso-
nancedediffusion(  "! complexe)etunpic dela sectionefficacetotale(  "! réel)n’estpastriviale.

Dansle casdutracédela fonctiond’onde,la conservationduflux aétévérifiéeparintégration
del’intensitédel’ondesurla surfacedusupportdel’ondeplane.Dansle casdela sectionefficace,
la conservationdu flux peutêtrevérifiéepar le théorèmeoptique,qui relie lesdeuxfaçons(5.15)
et (5.16)d’évaluerla sectionefficacetotale.

Les courbesde la figure 5.10 représententla sectionefficacetotaledu systèmeà 25 centres
diffuseurs.La courbeentiretsestobtenueparla formule(5.15)etla courbeenpointilléspar(5.16).
Le théorèmeoptique( Ã tot=

Ã
i) estd’autantmieux vérifié numériquementque  "! estplus petit.

Pourvérifier le théorèmeoptiqueauxgrandesvaleursde  "! , il estnécessaired’inclure lesondes
partiellesdansla matrice

¨
, maiscelademandel’utilisation del’expressionexactedela matrice

� donnéeparla formule(5.11).

(�)ì( F ��6��<��.�/�+��10	�����0Û:�0 ��>HG3�+2E0JI76�:��+<��/��PQ��0 0è� :�0 ��>HG3�+2E0 ����KÒ��</�&L
Dansceparagraphe,nousétudionsla variationdela sectionefficacetotaledesystèmescom-

portantungrandnombredediffuseurs(entre441et3701)lorsquel’on passedurégimebalistique
aurégimediffusif. Le grandnombredediffuseurspermetdediminuerlesfluctuationsstatistiques
autourdela valeurmoyenne,qui sontdel’ordre de %M�ON 'P� �RQ

aumaximum.

µ	¶kµ?¶¸· Ë"Î;�8º¸ÄÝ»�Ì£À«Ì*)KÄpÑK½ÑÃ«½Èº8�?ÅK»/Ì
Dansle régimebalistique,le libre parcoursmoyen c esttrèsgranddevantla taille du système,,

, et l’onde incidentesubitauplusunecollisionentraversantle système.Dansla sériedeWatson,
seulle premiertermedela sériecontribue,c.-à-d.le termedediffusionsurun centre.La matrice� v
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dediffusiondu systèmeestalors

�.� �Y
å [ ª q å � ¥ }�Õ ¦	~¼»

La sectionefficaceestsimplementla sommedetouteslessectionsefficacesindividuelles.Ã
tot �M' Ã indiv


où Ã indiv estla sectionefficaced’un disquedurdonnéeparl’expression(1.17).

Dansle régimediffusif ( cv# ,
), la longueurdepénétrationde l’onde dansle systèmeestde

l’ordre dulibre parcoursmoyen c . La diffusionprendplacesuruneportiondusystèmed’épaisseur
c . La sectionefficacetotale est donc proportionnelleà la surfaceque voit l’onde incidenteen
arrivantsurle système. Ã

tot �dc ,�
endimension2, où c estuneconstanteàévaluer. Le nombredediffuseurs' estdonnépar

' T 5 , \
et le libre parcoursmoyenestdonnépar la formuledeBoltzmannc T %M�*5 Ã indiv (enoubliantles
correctionsdu chapitre4). Le rapport Ã tot �³' Ã indiv estalorsunesimplefonctionde

, ��c .Ã
tot
T ' Ã indiv

�fe ,
chg  ¥ }�Õ ®1_¼»

où K � �iS��ji�% si SÞ#�% � �iS��0k � si SZl�%��

µ	¶kµ?¶�� mDÀ«¿¾��ÅÆ¿�¼?ÅpÄÝÎH¾�º8�?ÅK»
La courbe5.12montrele rapport Ã tot � ¤ ���³' Ã indiv � ¤ � , où Ã indiv � ¤ � estla sectionefficacede

diffusionsurun centre,donnéepar (1.12),en fonctiondu rapportde la taille du système
,

et du
libre parcoursmoyencalculéparl’expressiondeBoltzmannc T %M�*5 Ã indiv. La sectionefficaceto-
tale Ã tot estcalculéeenprenantla partieimaginairedela matrice � , équ.(5.16).L’approximation
del’onde & resteencorevalablepourlessystèmesdegrandetaille, i.e. contenantungrandnombre
de disquesdurs.Pouruneconfigurationtypiquede 1681disquesdursrépartisaléatoirement,la
figure5.11montreque Ã tot et Ã i sontidentiquesà 5%près. La précisionpeutêtreamélioréeavec
un pasplusfin pour l’intégrationangulaire(le paspour l’intégrationangulairedecettefigureest¨ Q T � M1M � ). Le calcul de Ã tot avec un pasplusfin montrequeles valeursde Ã tot serapprochent
effectivementdecellesde Ã i . Le calculnumériquedela sectionefficacetotaleaumoyendel’ex-
pressionÃ i serévèledoncplusaiséetplusfiablequecelui utilisantla définition Ã tot.

Dansla figure 5.12,chaquecroix représentele calcul du rapport Ã i �³' Ã indiv pour uneconfi-
gurationdu désordredonnéeayantun nombrede diffuseurs' comprisentre441 et 3721,une
densité5`! \ compriseentre

\ � � % M ©%n et %�� � % M ©po , uneénergie  "! compriseentre0.04et0.1etun
rayon ! fixé à0.05.

Dansle régimebalistique,on retrouve le fait que Ã i �³' Ã indiv i % . En outre,dansle régime
diffusif, le rapport Ã i �³' Ã indiv a le comportementen cYcq� , attendu,avec cr� Ô

. Au niveaude� r
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la transitionentrele régimediffusif et le régimebalistique,la fonction

�
dépendfortementde

l’énergie  "! . Plus  "! est faible, plus la sectionefficacetotaledu systèmedevient importante
devant ' Ã indiv � ¤ � .

Il estpossibledediminuer  "! , maiscelanécessitedediminuerle rayon ! defaçonàconserver
les conditions 
M# c �, . Dansla figure 5.13,nousavons superposéles donnéesobtenuespour
 "! T % M ©�� , ( ! T % M ©�� ; ' T \1\ % �Ü�Ü�Üè %43 Ä % ; 5�! \ T \ ��% M ©«ª m �Ü�Ü�Ü- Ô ��% M ©%n ) avec cellesde la
figure5.12.
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Þ�á�ç�Ý ßXWÆø)êqø0ßÛÞ�ç1Þ�ê�äÏß@à3îµì�'��
ç�á�à@äëê à
ßDø	Þ�á�ç�Ý ßXWÆø0êqø0ßíáiÝèã�áiÿ	á�ã�î=ß6ä�äÏßß6Ý��
ç�Ýèø
Þ�á�ç�Ý÷ã�î�ìDê�éqé�ç1ì3Þ , ��cGäëç�ì�à6ò
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La diffusionmultiplecommenceàapparaîtrelorsquel’on passedurégimebalistiqueaurégime
diffusif, c.-à-d.lorsquele libre parcoursmoyen c estdel’ordre dela taille

,
dusystème.Il estdonc

intéressantd’étudierd’un peuplusprèsle passagedurégimedediffusionsurlescentresdiffuseurs
individuelsaurégimedediffusionmultiple.

La comparaisonde la sectionefficace totale pour deux centresdiffuseurspar rapportà la
sommedessectionsefficacestotalesdechaquediffuseurmontrequecettepremièreestengénéral
plusimportantepour  ð!�#=% fixé. Elle montreégalementquel’écart entrela sectionefficaceto-
talepourdeuxdiffuseurset la sommedessectionsefficacestotalesindividuellesaugmentelorsque
 "! diminue.Il y a biensûrunedépendancede la sectionefficacetotaleaussibienauniveaude
l’orientationdesdeuxdiffuseurspar rapportà la directiondel’onde incidentequ’auniveaudela
distancerelativeséparantlesdiffuseurs.Eneffet, le rapportÃ i � Ô Ã indiv augmenteaufur etàmesure
quela directiondel’onde incidentes’approchedela perpendiculaireà la directionqueformeles� �
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deuxdiffuseurs.
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Þ�á�ç�ÝJßXWÆø)êhø0ß Þ�çqÞ�ê�ä}ßÒðÛç �qß6Ý;Ý(ß é�ç�îÈì ãhß3î ]Æø0ß6ÝÔÞ�ìDß3à÷ã�á þ#îµà
ß3îÈì0àà3îµìûäëê à6ç�ðIðñßIãhß�àûà
ßDø
Þ�á�ç�Ý=à ßXWÆø)êqø�ß�àÛá�Ýèã1á�ÿ	á�ã�î;ß3äiä}ß�àÛß3Ý��
ç�Ýèø
Þ�á�ç�Ý ãhßíä}êóã�á�à3Þ�ê�Ý(ø0ß ß3ÝÔÞ�ì)ßIäÏß�àÛãhß3î ]ã1á þ#îµà
ß3îÈì�àËé�ç�îÈì� "! T % M ©«ª m ô
Dansl’approximationdel’onde & , le calculdel’inversedela matrice

¨
pourdeuxdiffuseurs

situésen U ª et U \ (distancerelative î ª \ T ¨ ) conduità l’expressionsuivantedela matrice � du
systèmeàdeuxcorps.

l ¤b_ � _ ¤ f T�  Ä ¢ %   �6� ° Z � ²���@�(�� ° Z � ² ï ° ª ²m �m ¨ �`�>�R���m ¨ �>�R�èQ ª \ �� �@�(�� ° Z � ²��� ° Z � ²   � � ° Z � ²�S���(�� ° Z � ² ï ° ª ²m �m ¨ � \ � ¥ }�Õ ®�¦�»
La moyennesur la direction forméepar les deuxdiffuseursconduità la sectionefficacetotale
moyenne �Ã i dontl’expressionestla suivante:�Ã i

T� U%
 ÅÈÇ § ¨ Q ª \Ô Ó l ¤b_ � _ ¤ f¤� ¥ }�Õ ®Ñ®¼»

En utilisant les développementsadéquatsdesfonctionsde Besselet de Hankel dansla limite
 "! #; ¨ #�% , donnésdansl’annexe A, on trouve quela valeurmaximalede �Ã i estapproxima-
tivementdonnéepar �Ã max

i � \
 

Ó \��� \  ` ! � Ô j Ô Ã 2D
 ¥ }�Õ ®Ñâ¼»

etquela valeurde  ¨ pourlaquelle �Ã i estmaximalevérifie

�m ¨ � \ �   Ä���  ` ! Ù ���  ` ¨ �
Cesdeux expressionsutilisent la relation  ` T  é>� � Ô , où � est la constanted’Euler. La fi-
gure5.14confirmela validitédecesexpressionsapprochées.

Lescalculsdesectionefficacepourdeuxdiffuseursmontrentqu’il estpossibled’obtenirune
sectionefficacetotalesupérieureà la sommedessectionsefficacesindividuelles,maisils nesuf-
fisentcependantpasà expliquer complètementle pic qui atteintpresquela valeur3 dansla fi-
gure5.13. � $
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Lesnotationsetconventionsgénéralesdecettedeuxièmepartiesontdonnéesdansle tableau1.

³�´¶µöÙ ¦Ú¸·?ç1Þ�ê1Þ�á�ç�Ý=à?ãhß�äëê�é�ê1ì3Þ�á�ßTÜDÜ
�DC`� � ����� ���^=Ñ���@¹������������º0» _ º _ V½¼ ¾ ���Y���Y���3���Ñ����������� » �H��������>�� ¾ ���Y���Y�������Ñ����������� »S V �X¿  º � �H���+���������ð� � ���>=È��� ����������� ����������� �Y�[�������Y� �H� »À » _ À _ VÂÁ ¾ ���Y���Y���3��� ������������� » �H��������>�� ¾ ���Y���Y������� ������������� »ô V �(Ã ç  À � �H���+���������ð� � ���>=È��� ��������� ��Am�������H�Y�H��� �Y�[��� ��� ������������� »ô S V À º   Ã ç ¿ �����È>������3������� ������� »¦ Td,jÄ ¾ ���������¡�Y��>������Y�H������� ¨ »Å �������Y� ¾ ������� ���Y� �������Y� »Æ �iS«� V Æ � º  ¿�� V Æ  �&Ç���� ��>��Q��� �Y�����Y������� ¥ ¾ ����� � � ����>���Èx�+���+��� ����� » »Æ �iS«� T ªÉ ]ËÊ h ç é å çÌ Æ � ô � >�������� ���Ñ�����������$�����[���������µ>����B>�� � ���������Y� »Í A ���H�Y��������>�������������������� »
´ ������������>��Q��� �Y�����Y������� »
d � �������@>�� ��� �Y�����Y������� »oRÎ ¾ ���Y���Y���>�� ���;>��?>�� � �Y��� � »Ï T ¬ XÐ\.] �������Y�������Y�-��Ç���� �����H�û>��Q��� �Y�����Y������� »
ó4Ñ T Ñ X\.]   Ï �Y�H�Y��=Ñ���¡�Y���H�Y�������H� »
ó4ÒÓÑ T ó4Ñ W Ò   ó4Ñ T Ñ<Ò] Ù Ò X\.] >��@?«�Y���Y�H���?>�� �Y�H�Y��=Ñ�����3�Y���H�Y�������H��� »ÔMÕç T � Ù Ô Ö8× Ñ X\.] � Ï   Ô Ö8× Ñ X\.] � Ï � ���������������Ø¹H������������� ���������������+�������+�����>H���H�����
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Dansle chapitre6, l’introduction d’impuretésstatiquesrendranécessairele passageà une
descriptiondiscrètede l’espace.Pourcela,nousutiliseronsdesnotationsde théoriedeschamps
surréseaudetempsentemps.

Nousdonnonsici le lien entrela représentationcontinuededifférentesvariableset leur repré-
sentationdiscrète. Ü%Ý



Þ�ß¶àâázãåä¸æ�çÓè6è>ç4éOêìëOêEèîí%ï ðqç ðòñóï�í�èîë�ôöõ&ï í�ðòñ(í�ôöç�ô ÷\ízï ðqç ðòñóï�í�èîë�ôöë�ñ(è>õ>ø&ê>ð8ù
úöûüúhý�þ!ÿ������ ���OúDû	��
����� �� û � ý�þ����� ÿ�� � � � û � �������� � � � �� û � � þ"!#�%$�� � � � û&�'$ � $)( �
*rû+* � þ,�- !.� � �/* û �- �0 ( �1 û 23 � 4651 � 7 $ û 2398 57 $;:

Pourun réseauspatialde pas �<� , et un réseautemporelde pas �%$ , le passagedu continuau
discretestdonnédansle tableau2, où 51 estle Laplaciensurréseau,ÿ estunvecteurpointantsur
un sitedu réseau( = estle nombredesitessurle réseau,= ��
 þ?> ; >A@CBD
 estle volume); !
variede EGF þ EIHKJ �%$ à F ( LMH estl’intervalle de tempssur lequelon travaille). Pouralléger
lesécritures,on pourraécrire � 

à la placede � N�
, sachantquela sommeportesurdesvaleurs

discrètes.OQP<R'SUT/V�R/WYXDW[Z]\)^_P�T/SU`�acbNV�RdR/efb�Wg^_V
L’actiondu continuums’exprimesurle réseauparhiQj � � �'kmlInpomq��ro��pstqu�ps�v û h�wyxz�{ x$ 5lIn 5omqu� 5o�� 5s|qu� 5s}vU�

où s estle champdel’électronet o celui del’impureté.Lesquantitésportantun chapeaurepré-
sententlesquantitéssurle réseau.Lestrois termesdel’action l þ~l�� ���t� lm�9� � l��@ýM$ deviennentl�� ��� þ i j � � �'k�o q�� k�� �;� � h 7'$ E�� � o � k�� �]� û 5l�� ��� þ w � { � 5o q� { � � h 57/$ E 5� � 5o � { � �
lm� � þ i j � � �/k�s|q � k�� �]� � h 7/$ � iL ! 1 ����� s � k�� �]� û 5lm� � þ w � { � 5s|q� { � � h 57'$ � 5iL 5! 51 � 5��� 5s � { � �

l �@ý�$ þ E.� i j � � �'kfs q�� k�� �]� s � k�� �;� o q�� k�� �]� o � k�� �]� û 5l �@ý�$ þ E 5� w � { � 5s q� { � 5s � { � 5o q� { � 5o � { � �
aveclesquantitéssuivantessansdimensions

5o � { � þ�� ��� o � k�� �;� þ�� ��� o � ÿ��f�p!#�%$ � � 5� þ��%$ � � x� x� þ 3 83 � 4 �� �
5s � { � þ�� ��� s � k�� �]� þ�� ��� s � ÿ����p!#�'$ � � 5� þ 3�83 � 4 � � 5� þ��%$ � �

et lesopérateurs57/$ 5o � { � þ 5o � { �|� 2 E 5o � { � et 51 5o � { � þ � 
�)� 2 5o � ����� { �[� 5o �%� ��� { � E[L 5o � { � , où� � estun vecteurunitédu réseau. Üf�
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La constante

i
seraomise(

i þ?¯ ).
Þ�ß¶àâá�°�ä²±îï ðqçRðòñòï�ípèîë ôöõ´³`ç�µzñXðòø&ê·¶
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9å� ����� � � 
 0��� À�Â'È]ÏuÁ�Õ9Ç�È;À)½NÂæÐgÇ�Âg¸I¾Uçp¿Ë¸;ÎfÇNÆË¿ÑÐÃ¿Ñèf½NÖÃÕ;À)¿uÕ�Ùé �Nêìë í]îé í � z � � @�ï � ý �í ð n â v ÐÃÏuÕ;À�ä/ÏË¿ÒñÜ½NÂgÆuÈ;À)½NÂÃÂg¿u¾�¾)¿¼ÂÃò�ÐÃ¿ ï·n â vyó
À l’aide decesnotations,le vertex propreà ô pointsestnotéõ � ý �ög÷ { ö � {pøpøpøù{ ö � @ É ýÉ s � k 2 � É s � k � � ãËãËã s � k%ý � õ n s�v :

De même,la dérivéefonctionnellenepar rapportà úû � k �
d’une constantede couplageü � úû �

(ouý � úû �
), fonctionde úû � k �

, estnotée É ý ü � úû �É úû � k � ý @ ü � ý � � úû � �
et lorsquecelle-ci estévaluéepour un champhomogène,úû � k � þþû�ÿ , elle estsimplementnotéeü � ý � .�<¡Ý�f«m�Ø¤¦¥£§ �� ]�K¡ �K¥����}�K«� ]�����]¬ ¢ ¤¦¬
	?«��K¢�¢�� �K¡£¡

Lesopérateursdecréation q etd’annihilation  desfermionsobéissentauxrelationsd’anti-
commutationci-dessous. �  q � �� þ  q  � � q þ ¯N��  � �� þ �  q �  q � þ�� :
L’actiondecesopérateurssurunétatvide � ��� ou un étatoccupé� ¯�� estdonnéepar q � ���0þ � ¯����  q � ¯��jþ��<��� ¯��0þ � ����� �� ���0þ�� :
Un étatcohérent fermionique � s�� estdéfinicommeétantun étatpropredel’opérateurd’annihila-
tion  avecla valeurpropres , i.e. �� s��jþ s � s�� :Ü �



Cetétatcohérents’écrit � s��0þ � ��� E s � ¯�� :
Lesrelationsd’anticommutationdonnéesplushautimpliquentque s doit êtreunevariableanti-
commutante.Cettevariables estunevariabledeGrassmann.

De la mêmefaçon,on définit s q telleque� s|q �� q0þ � s|q � s|qu�� stq � þ � � ��E � ¯ �� q�þ � � � � s|q � ¯ � :
La variable s q est égalementune variablede Grassmann.Elle n’est cependantpasconjuguée
complexe de s .

Les relationsd’anticommutationimpliquentque s � þ � s q � � þ�� . De ce fait, toutefonction
de s et s q s’écrit � � stq´�ps � þ�� �! stq �#" s � �/s|q;sG�
où ���  � " � � sontdesnombrescomplexesusuels.

TouteslesintégrationssurlesvariablesdeGrassmannpeuventseramenerauxdeuxintégrales
suivantes. j �/s þ�� j s}�'s þ ¯ :
Demême,on a j �'s q þ�� j s q �/s q þ?¯ :
L’intégralen’a pasdebornescarcen’estpasuneintégrationordinaire.

L’opérateurde dérivation agit sur unevariablede Grassmannlorsquecelle-ci est adjacente
(parconvention): si $ estunevariabledeGrassmann,ona��/s s $ þ $ et

��'s $ s þ E�$ :
Pourapprofondirle sujet,le lecteurestrenvoyé auparagrapheIII del’article derevuedeShankar
[80] ou auchapitre1 de[70].

Ü %
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Les systèmesdésordonnésprésententen généralune distribution du désordrerelativement

uniforme.Ce désordre,engendrépar la présenced’impuretésoccupantles sitesd’un réseaude
façonaléatoire,nécessitele calcul de moyennesd’ensembledesquantitésphysiques.Dans la
1repartiede cettethèse,la moyenned’ensembles’obtenaiten intégrantsur toutesles positions
possiblesquepeuventprendrelescentresdiffuseurs.Toutefois,le potentielrestaitle même,c.-à-d.
un potentielde type sphèredure.Dans l’approchecouranteutilisant les techniquesde théorie
deschamps[10], la moyennesur le potentieldésordonnéestobtenueen intégrantsur toutesles
configurationspossiblesdu potentiel,qui estsupposégouvernépar unedistribution gaussienne.
Contrairementàl’approchedela partieI, le potentieln’estplusfixé àuntypeparticuliermaispeut
prendredifférentesformesselonunedistribution gaussienne.

Le fait que le désordresoit gelé (quenched) imposele calcul successifde la moyennesta-
tistiquede l’observable Q � s �

pouruneconfigurationdonnéepuisde la moyenned’ensembleen
intégrantsurla distribution gaussiennedu potentiel

ý
, cequi s’écrit� Q � s � �

dés
þ jSR ýUT � ý � � Q � s � ��� VXW<óZY�[

où
� �

désreprésentela moyennesurle désordre,

� Q � s � �jþ j R s Q � s �]\�^ ë ö { _ î
j R s \ ^ ë ö { _ î

estla valeurmoyennedel’opérateurQ etT � ý � þ \ �a`cb ð _ �ðj R ý \ �a`db ð _ �ð
la distribution gaussiennedu potentieldésordonné

ý
. La constante

" þSegf¦ÿ � ���ih
fait intervenir

la densitéd’étatsélectroniquesf£ÿ � ���
et le tempsde collision

h
, relié au libre parcoursmoyen

élastiquej par
h þ"! jUJlk ê , k ê étantle niveaudeFermi.Ügm
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Le calculde(6.1) apparaîtplusaiséenutilisant la méthodedesrépliquesintroduitepar [28].

Cetteméthodepermetd’échangerl’ordre des intégrationsfonctionnellesen introduisant ô ré-
pliquesdu système.Elle estbaséesurl’identité����� þ �����ýl�Øÿ

� ý E ¯ô �
où la puissanceô dela fonctiondepartitions’écrit� ý þ j ý�� � 2 R s � \d����^ � ë ö { _ î �
l’indice � servant à numéroterles répliques.L’introductiondesrépliquespermetd’écrire la mo-
yenned’ensemblede l’opérateur Q donnéeen (6.1) sousune forme plus usitéeen théoriedes
champset plusappropriéeauxcalculs.

� Q � s � �
dés

þ j � � R s � jSR ý Q � s �]\ �a`cb ð _ �ð � � � ^ � ë ö { _ î
j � � R s � jSR ý \ �a`cb ð _ �ð � � � ^ � ë ö { _ î : VXW<ó ã [

La procéduredesrépliques,qui estbaséesur le prolongementanalytiqueô û � , s’est révélée
incorrectedanscertainscas[94]. N’ayantpasdebasemathématiquerigoureuse,ellepeuts’avérer
incapablededécrirecorrectementla transitionlocalisation-délocalisation. Il sembled’ailleursque
cetteprocédureest limitée au régimeperturbatif[106]. Pour cesraisons,nousproposonsdans
ce chapitreunenouvelle façond’obtenir unemoyennesur les configurationsdu désordre.Nous
revenonsà unedescriptionplus microscopiquedu désordreen modélisantles impuretéspar des
particulesfermioniques.Leur masseestchoisieinfinie defaçonà lesrendrestatiqueset le choix
deleur naturefermioniquepermetd’éviter lesconfigurationsparticulièresoù plusieursimpuretés
seretrouventenunmêmepoint del’espace.Cependant,l’introductiondeparticulesfermioniques
demasseinfinie génèreunesurfacedeFermitrèssingulière,seréduisantàun pointdansl’espace
desimpulsions,montrantpar là la grandedégénérescencede l’état fondamentalde ce système
d’impuretés.L’utilisation de l’ensemblecanoniquepour la descriptiondesimpuretésévite cette
situation.

Aprèsavoir décrit le modèle,nouscalculonsle propagateurde l’électronen interactionavec
le désordreetnousmontronsquecetteapprochepermetderetrouver lesrésultatsdumodèled’Ed-
wards[27]. Le modèled’Edwardspeutêtrevu commeuneapproximationdu modèleétudiédans
la partieI encesensquela matrice � estapprochéepar ����� � �;� ÿ � , où � n’estplusun po-
tentieldesphèredure,maisun potentieldehauteurfinie et d’énergie trèspetitedevant l’énergie
cinétique.�/��� � ¬ ¢�§�«m ;ª¦�� ]�K¡ ¤£¥�� �Ø¤��@�]¬

D’une façongénérale,le systèmedesélectronsdemasse! , décritspar le champs , eninter-
actionaveclesimpuretésdemasse! � , décritesparle champo , estreprésentéparle hamiltonien� þ j �Oú!� E i �L ! s q � ú � 1 s � ú � E i �L ! � o q � ú � 1 o � ú � � � s q � ú � s � ú � o q � ú � o � ú ��� : VXW<ó ° [
L’interactionentreélectronset impuretésestcontrôléeparla constantedecouplage� . Lesinterac-
tionsentreélectronsnesontpasprisesencomptedanscemodèle.Danscechapitre,nousétudions
le casdesimpuretésstatiquespour lequel ! � þ�� . Ainsi, le hamiltonienne contientquedeux
termes. Ü��
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La moyenned’un opérateurQ dansl’ensemblecanonique,correspondantàunedensitéd’im-

puretés̈ , estdonnéepar � Q �v©�þ ¯� © H«ªy¬ T © H9 \ � �® b°¯� ¯ 
 $²± � � $ � Q/³µ´ � VXW<ó ¶·[
où

� © estla fonctiondepartition,� © þ H«ªy¬ T © H¸ \ � �® b ¯� ¯ 
 $²± � � $ � ³µ´ � VXW<óº¹°[
et � � � �]� þ j �Rú � E i �L ! � o�q � ú � �]� 1 o � ú � �]� � � VXW<óºW°[
le hamiltoniendécrivant les impuretésde masse! � , écrit en représentationde Heisenberg. Le
symbole H«ª représentela sommesur tous les étatset H ordonnele produit d’opérateursdans
le temps.L’opérateur

T © estun opérateurde projectionsur le sous-espacecontenantf þ ¨ >
particules.Il imposeunedensitéd’impuretésconstanteets’écritT ©�þ j �� � � �L e \ � �

b 
  �¼»c½�» � © ��: VXW<ó¿¾À[
La moyenneeffectuéeen (6.4) estunesommesur toutesles configurationspossiblesdu champ
d’impuretésà températurenulle et à densitéfinie ; elle joue donc le rôle d’une moyenned’en-
semble.La généralisationàunetempératurefinie peuts’obtenirà l’aide d’unerotationdeWick,� û h þ h � :
La traced’un opérateurQ estobtenueensommantsurtouslesétatspropres� ô � du hamiltonien.H«ª�Q þ w Á ýÀÂ � ôÃ��QÄ� ô ���
où lesétats � ô � del’espacedeFocksontdonnés,enreprésentationnombred’occupation,par

� ô �jþ ÅÆ�Ç}È �É � q·Ê ýdË � ��� pour ! � þG�"�È å É � qå Ê ýlÌ � ��� pour ! �;Í¦� :
Lesopérateurs� q et �  sontlesopérateursdecréationet d’annihilationd’uneimpuretéà la posi-
tion ú , écritsenreprésentationdeSchrödinger(indépendantsdu temps).�<q þÒ� � omq � ú � þ�� � \ ��± � $ o�q � ú � �;�>\ � �Z± � $�  þÒ� � o � ú � þ�� � \ ��± � $ o � ú � �]�>\ � ��± � $ :
Le nombredeparticulesà la position ú , ô 

, (oud’impulsion Û , ô å ) vaut0 ou1 pourlesfermions.
Lesopérateursdecréationet d’annihilationd’uneimpuretéd’impulsion Û , � qå et � å , sontdéfinis
dela mêmemanièredansl’espacedesimpulsions.Lesrelations� � q �·Î}�v©�þ 5¨ É  { Î�� � � qå �-Ï-�v©�þ 5¨ É å { Ïg� VXW<óºÐ°[Ü%Ü
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où 5¨ þÑf J´= þ ¨ � 
 � estla densitéd’impuretéssansdimensions,permettentdedériver le propa-
gateurdel’impureté hiÒ � ú � �ÔÓ ú Ì � � Ì � þ � H npo � ú � �]� o q�� ú Ì � � Ì � vÕ�v© : VXW<óºÖ°[
Dansle casdesimpuretésstatiques,! � þ�� , celui-ci estdonnéparh]Ò � ú � �ÔÓ ú Ì � � Ì � þ É � ú E ú Ì �g×·Ø � � E � Ì EÙ$ � � ¯ E 5¨ � E Ø � � Ì E � � $ � 5¨gÚ � VXW<óZYÜÛ°[
où $ est une quantitéinfinitésimalepermettantde définir correctementle propagateurlorsque� þ � Ì . Dansle casdesimpuretésdemassefinie, il s’écrithiÒ � ú � �ÝÓ ú Ì � � Ì � þ ¯> w å \ � å �  �  Ê � � �ßÞ²à � $ � $ Ê � × Ø � � E � Ì EÙ$ � � ¯ E 5¨ � E Ø � � Ì E � � $ � 5¨ Ú VXW<óZYÀY�[
La transforméedeFouriers’obtientavecla prescriptionusuelledu

hváÒ � ú � ú Ì � * � þ j � � � E � Ì �]\ � 0 � $ � $ Ê � Ò � ú � �ÔÓ ú Ì � � Ì �þ É � ú E ú Ì � ���²�â �Øÿäã \ � 0�â1å ¯ E 5¨* � hvá � 5¨* E hvá�æ : VXW<óZY ã [
et Ò �ÜÛ � * � þ ���²�â �Øÿ ã \ � 0�â ¯ E 5¨* E á �G� h É � 5¨* E á � E h Éþ ���²�â �Øÿ ã \ � 0�â�å ¯* E á �G� h É � L e h 5¨ É � * E á �'� æ � VXW<óZY ° [
pour ! � þç� et ! � Í�� respectivement.Le facteur

\ � 0�â
contraintl’énergie physique* à se

trouver dansle demi-plansupérieur.
Remarque: Bien queles impuretésévoluentsur le réseau,les propagateurssontdonnéspar

leur expressiondansle continupour simplifier le calcul desintégralesde boucle.Ceci peutse
justifier dansla limite du continu( �<�îûè� ) où le propagateursur réseauredonnele propagateur
ducontinu.�@�� g�êé ë V�^_a�T�SUT�efb ^_V@ì�SyZ SU^_SUR'Wfb

Le propagateurdel’impuretédonnéen(6.10)estcorrectpourlesimpuretéslibres,maisil n’est
pasadaptéaucasoù les impuretéssonteninteractionaveclesélectrons.La partiedel’opérateur
deprojection(6.7) qui dépenddu champd’impuretéso peutêtreabsorbéedansuneredéfinition
duhamiltoniendesimpuretésenécrivant� � � �]� þ j �Rú � E i �L ! � o�q � ú � �;� 1 o � ú � �]��� i � omq � ú � �;� o � ú � �]� � : VXW<óZYí¶·[
La moyenned’un opérateurQ , donnéepar (6.4),s’écrit en fonctiondecehamiltonienauxiliaire
dela façonsuivante.� Q �v© þ � �� � � � \ � � © � HyªMHJ \ � �® b°¯� ¯ 
 $²± � Ê � $ � Q/³� �� � � � \ � � © � H«ª�H9 \ � �® b ¯� ¯ 
 $²± � Ê � $ � ³ þ ¯� © j �� � � � \ � � © � H«ª � Q � � Ê � VXW<óZYÜ¹°[

î-ï�ï
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Le propagateurauxiliairesuivantdel’impuretéestdéfinipar(voir annexe H)hiÒ � Ê � ú � �ÝÓ ú Ì � � Ì � þ É � ú E ú Ì �]\ � � � Ê � $ � $ Ê � × Ø � � E � Ì Eð$ � � ¯ E�ô � � E Ø � � Ì E �_� $ � ô � Ú � VXW<óZYÜW°[
Le facteurô � vérifie

ô � þ \ � � �¯ �#\ � � � et ¯ E�ô � þ ¯¯ �ñ\ � � � : VXW<óZY�¾À[
On noterala ressemblancedu facteurô � avecla distribution deFermi-Diracô � þ 22 � �vò�óºô²õ �ÀöÝ÷ , oùá�ø þ ø �� �|� þ�� .�@�� g�êù OQZUWfP�T�R/`�a}b²Wfa Sya�T�WgR/^_P�T/SU`�a~^}ú�W�P ZyWfb S�¢¦¥}VDR/WÃT�efb

Le calcul de quantitésassociéesà l’électron,commele propagateur, nécessitel’introduction
d’une fonction de partition auxiliaire. Commele suggèrela notation

� Q � � Ê apparaissantdans
l’équation VXW<óZYÜ¹°[ , laquantité

� Q � � Ê peutêtreobtenueàpartird’unefonctiondepartitiondépendant
de � . Cettefonctiondepartitionauxiliairedécrivantlesélectronseninteractionaveclesimpuretés
demasseinfinie, qui sertdefonctionnellegénératricedesfonctionsdecorrélation,s’écrit� � Ê nüû q �ßûÃ� â q � â v þ jNý n s q v ý n s�v ý npo q v ý npogv \ �® b ð ë »d½;� � �Ýþ 8 � � � Ê � » � ö ½]� � �Ôþ 8 � ® �� (�ÿ ��� � ö î � ��� ® b ð ö ½ ö »d½v»� \ � b 
 $ 
  ë � ½ » � » ½ � � í ½ ö � ö ½ í]î �çVXW<óZYÜÐ°[
où le champ û (resp.

â
) sertde sourceaux impuretés(resp.aux électrons).Cettefonctionnelle

génératricepeut semettresousune forme plus commode,qui fait intervenir le propagateurde
l’électron

Ò ÿ et celuidel’impureté
Ò � Ê .� � Ê nüû q �ßûÃ� â q � â vËþ��	��
Mn � hiÒ � Ê � � 2 v����
Mn � hiÒ ÿ � � 2 v� \ � � �® b 
 $ 
  ���� ½ ó Ë�� 8 ÷ ���� ó Ë�� 8 ÷ ���� ½ ó Ë�� 8 ÷ ���� ó Ë�� 8 ÷ \ � b 
 $ 
  � ½�� � Ê � \ � b 
 $ 
  í ½���� í : VXW<óZYÜÖ°[

La quantité
� Q � �NÊ s’obtientpardérivation fonctionnelleparrapportauxsourcesde

� �NÊ et la mo-
yenned’ensembledel’opérateurQ , donnéepar VXW<óZYÜ¹°[ , s’écrit� Q �v© þ � �� � � � \ � � © � H«ª � Q � � Ê� �� � � � \ � � © � � � Ê : VXW<ó ã Û°[

Ainsi, le propagateurdel’électronestdonnépar� s � ú 2 � � 2 � s q � ú � � � � � �v©�þ � �� � � � \ � ��� � s � ú 2 � � 2 � s q � ú � � � � � � �NÊ� �� � � � \ � ��� � �NÊ n �<�º�<�º�<�º��v � VXW<ó ã Y�[
où le propagateurauxiliairedel’électronest� s � ú 2 � � 2 � s q�� ú � � � � � � � Ê þ É �É â � ú � � � � � É â q � ú 2 � � 2 �

� � Ê nüû q �ßû<� â q � â v���� � ½ � � � í ½ � í �mÿ : VXW<ó ã ã [
î-ï î
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Dansce paragraphe,le propagateurde l’électron VXW<ó ã Y�[ estévaluéde façonperturbative. Le

dénominateuret le numérateurapparaissantdansVXW<ó ã Y�[ sontdéveloppésenpuissancesdela cons-
tantedecouplage� .

�@�êé;��  & `�a}P�T�Sy`�a?X�W ¥D^mR�T/SùT/Sy`�aC^_Vtì S ZySy^mSyR/W(' � Ê
Nousconsidéronsici le dénominateurintervenantdans VXW<ó ã Y�[ . Celui-ci contientla fonction

de partitionauxiliaire

� �NÊ danslaquellel’exponentiellede l’interaction estdéveloppéede façon
perturbative jusqu’àl’ordre � .� � Ê þ j ý n s q v ý n sDv ý npo q v ý npofv \ �® b 
 $ 
  ë »c½]� � �Ýþ 8 � � � Ê � » � ö ½9� � �Ýþ 8 � ® �� (�ÿ ��� � ö î

� ) ¯ E h � iÔj � � �Oú_s q�� ú � �]� s � ú � �]� o qM� ú � �]� o � ú � �;� � Q � � � ��*þ����
�n h]Ò ÿ�v � 2,+.- ¯ �!\ � � �/10
E h � i - ¯ �!\ � � �	/10 j � �Rú j -� - � � h]Ò ÿ � ú �ÝÓ ú �]� hiÒ � Ê � ú �ÔÓ ú �;��� Q � � � �32 VXW<ó ã�° [

où
Ò ÿ estle propagateurlibre del’électron,donnépar l’inversede � h i 7'$ � � �� � 1 � ���

. La cons-
tante ���
�n hiÒ ÿ´v � 2 disparaîtlors du calculdesquantitésphysiques— carelle setrouve également
dansle numérateurde VXW<ó ã Y�[ — et peutdoncêtrelaisséeainsi.Cedéveloppementestreprésenté
diagrammatiquement,jusqu’àl’ordre � � inclu, dansla figure6.1,où la ligne pleinereprésentela
propagationd’un électronet la lignepointilléecelled’uneimpureté.Cesdiagrammessontappelés
fluctuationsduvide. Le calculexplicite donnépar VXW<ó ã�° [ estarrêtéà l’ordre � car, commenousle
verronslorsducalculdu propagateurdel’électron,le 2eordresesimplifie trivialement.

1 + + + + 

46587}á W<óZY ä:9îñòç4é ø ç<;=;\ê6è�ëOê?>�ôØõ4ðòôØç ðòñóï�í ë�ôA@MñòëOêCBED�F ï�ø�ë�ø&ê � � ù
LesrèglespourévaluerlesgraphesdeFeynmansont

– àchaqueligne électronique,associer
h]Ò ÿ � *K� Û �

,

– àchaqueligne d’impureté,associer
h]Ò � Ê � *K� Û �

,

– àchaquevertex, associerun facteurE h � ,

– àchaquebouclefermionique,associerun facteur � E ¯ � ,
– sommersurlesénergieset impulsionsdetouteslesbouclesinternes,

– àchaqueboucleélectroniqueferméesurelle-même,associerle facteurE f ÿ�� ���
.î-ï�G
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La tracedupropagateurlibre del’électronpermetd’obtenirla densitéd’étatsf¦ÿ � ���

.

E f¦ÿ � ��� þ H«ª n hiÒ ÿ�vzþ h j � Û� L e � 
 �����â �Øÿ ã j ��*� L e � \ � 0�â* E å �� � ���·� h É ��þ h� L e � 
 h�H 
 jJI � �?�ÿ K 
 � 2 � K þ E H 
� L e � 
 k 
ê� � VXW<ó ã ¶·[

où
É �� þ + � É

si
å �� �ML � �E É

si
å �� ��Í � : et

H 
 est l’angle solide en dimension � qui vaut N eì� L eì� L en

dimension3,2,1respectivement.

�@�êé;�êé & `�a}P�T�Sy`�a?X�W ¥D^mR�T/SùT/Sy`�a
La connaissancede la quantité

Ò � Ê � ú � �ÔÓ ú � �;� estnécessairedansplusieursgraphesdu déve-
loppementperturbatif.Cependant,pour les tempségaux,il faut prendredesprécautions(cf. an-
nexe H). Dansuneformulationfonctionnelle,l’opérateurdecréationapparaîttoujoursun temps
infinitésimalaprèsl’opérateurd’annihilation.

La fonctiondepartition

� © estobtenueparintégrationdel’expression(6.23)surla variable� .

� ©�þ j �� � � �L e \ � ��� � � Êþ��	��
�n hiÒ ÿ´v � 2 j �� � � �L e \ � ��� +J- ¯ �!\ � � � /�0
� h �L i � � - ¯ �!\ � � �	/ 0 � 2 \ � � � j � �Rú j -� - � � h]Ò ÿ � ú �ÝÓ ú �]� � Q � � � �32þ��	��
�n hiÒ ÿ v � 2 + å = f æ � h �L i � � å = E ¯f E ¯ æ H«ª n hiÒ ÿ v � Q � � � � 2þ��	��
�n hiÒ ÿ´v � 2 å = f æ + ¯ � h �L i � � 5¨/Hyª n h]Ò ÿ�v � Q � � � �32 � VXW<ó ã ¹°[

où la dernièreligne provient del’identité - 0 � 2� � 2 / þ �0 - 0 � / et de la définitiondela densitéd’im-
puretés5¨ þ�f J´= . î-ï Ý
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Le propagateurde l’électrondépendantde � , qui apparaîtau numérateurde (6.21),sedéve-

loppeenpuissancesde � . Poursimplifier lesnotations,notonsk @ � ú � �;� .� s � k 2 � s q�� k � � � � Ê þQ���
�n � hiÒ � Ê � � 2 v����
Mn � hiÒ ÿ � � 2 v VXW<ó ã W°[� + hiÒ ÿ � k 2 �pk � � �  ¯ E h�� i j �'k hiÒ � Ê � k��pk � hiÒ ÿ � k��pk �
� É E h � i Ê � j �'k j �,R É hiÒ ÿ � k��pk � h]Ò ÿ � R��SR � hiÒ �NÊ � k��pk � hiÒ �NÊ � R��SR �E hiÒ �NÊ � k��pk � hiÒ �NÊ � R��SR � hiÒ ÿ � k��SR � hiÒ ÿ � R��pk �E hiÒ � Ê � k��SR � hiÒ � Ê � R��pk � hiÒ ÿ � k��pk � hiÒ ÿ � R��SR � Ê ³� h � iQj �'k hiÒ ÿ � k 2 �pk � h]Ò ÿ � k��pk � � hiÒ � Ê � k��pk � �  ¯E h��iQj �,R h]Ò ÿ � R��SR � hiÒ � Ê � R��SR � ³� É h�� i Ê � j �/k j ��R É hiÒ ÿ � k 2 �pk � hiÒ ÿ � k��pk � � h]Ò � Ê � k��SR � h]Ò � Ê � R��pk � hiÒ ÿ � R��SR �
E hiÒ ÿ � k 2 �pk � h]Ò ÿ � k��SR � hiÒ ÿ � R��pk � � h]Ò � Ê � k��SR � h]Ò � Ê � R��pk � Ê 2æ� Q � �UT � :

Lestermesentrecrochetsfactorisentlesfluctuationsdu videpourchaqueordreen � .

�/��V W ���9§�¥��#¤£¬S�1% � ¡£¬ì«�#K 9¬ ª£«m�Iª¦«m¬
Dansce paragraphe,l’intégration sur � , apparaissantau numérateuret au dénominateurdu

propagateur(6.21),esteffectuéeet le rapportdesdeuxquantitésestsimplifié. Nousallonsvoir
quecerapportentraînela disparitiondesdiagrammesdeFeynmannonconnexes(diagrammesde
fluctuationsduvide) seulementdansla limite thermodynamique,fá� >Âû � , ¨ þ "YX ô[Z � .

Le développementperturbatifdupropagateurestfait jusqu’audeuxièmeordreen � .

�@�êù;��  \ R'X�R/WJ] Wfa_^
Lorsquel’expression(6.26)estreplacéedansle propagateurde l’électron,donnépar (6.21),

lesfluctuationsduvideenfacteurde
Ò ÿ � k 2 � � 2 Ó k � � � � � sontcompenséestrivialementparcellesqui

apparaissentaudénominateurde (6.21),c.-à-d.par les termesreprésentésdansla figure6.1.Par
conséquent,le premiertermedecedéveloppementperturbatifdonne

hiÒ ÿ � k 2 � � 2 Ó k � � � � � , c.-à-d.le
propagateurlibre commeil sedoit. î-ï �
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Le deuxièmetermede(6.26)nesesimplifie pasaussitrivialement.L’intégrationsur � dece

termeconduitàj �� � � � \ � ��� ���
�n � hiÒ � Ê � � 2 v h�� iÔj �'k hiÒ ÿ � k 2 �pk � hiÒ ÿ � k��pk � � hiÒ � Ê � k��pk �
�  ¯ E h�� iQj �,R hiÒ ÿ � R��SR � hiÒ �NÊ � R��SR � ³þ h �i � � j �'k Ò ÿ � k 2 �pk � Ò ÿ � k��pk � �  å = E ¯f E ¯ æ � h �i � � Hyª n h]Ò ÿ9v å = E Lf EYL æ ³ : VXW<ó ã ¾À[

Alors le propagateur(6.21)s’écrit� s � k 2 � s q � k � � �0þ hiÒ ÿ � k 2 �pk � �� h �i � � j �/k Ò ÿ � k 2 �pk � Ò ÿ � k��pk � � - 0
� 2� � 2 / � h:a� 3 � H«ª n hiÒ ÿ9v - 0 � �� � � /- 0 � / � h a� H«ª n hiÒ ÿ9v - 0 � 2� � 2 / � Q � � � �

� hiÒ ÿ � k 2 �pk � �_� h �i � � ¨ j �'k Ò ÿ � k 2 �pk � Ò ÿ � k��pk � � � Q � � � � � VXW<ó ã Ð°[
où l’on a utilisé la limite thermodynamique( fÍ� = û �"� � f E ¯ � J � = E ¯ � û f J´= þ 5¨ ).
Finalement,dansl’espacedeFourier, le propagateurdel’électrons’écrit aupremierordreen �Ò ö � *K� Û � þ ¯* E å �� � � �·� h É �� � ¨'� ¯� * E å �� � ���·� h É �� � � : VXW<ó ã Ö°[
Le diagrammedeFeynmandécrivantcepremierordreen � estreprésentéparla figure6.2.Ainsi,
la boucled’impuretéapoureffet deproduireun facteur̈/� .

465b7�á W<ó ã�ä æ�ø&êc;�ñqêEø�ï�ø�ë�ø&ê êEí � ë ô£µ%ø ï´µØç4éRç ð8ê>ô<ø ëOêdD�F ecD�ê�õÌðòø�ï�ízù
La resommationdela sériegéométriqueforméeparlesdiagrammescontenantô bouclesd’im-

puretésindépendantesconduit,dansla limite thermodynamique,à l’équationde Dysonpour le
propagateurdel’électron.Ò ö � *K� Û � þ Ò ÿ � *K� Û � � Ò ÿ � *K� Û ��f � *K� Û � Ò ö � *K� Û � � VXW<ó ° Û°[
avec
f þ f � 2 � �gf � �]� � ãËãËã

où l’exposantindiquel’ordre du développementenpuissancedela
constantedecouplage� . Au premierordreen � , l’énergie propreestdonnéeparle diagrammede
la figure6.2. f � 2 � þ ¨/� : VXW<ó ° Y�[
Eneffet,undiagrammeà ô bouclesd’impuretésproduitunfacteur - 0 � ý� � ý / J - 0 � / þ �ih� � � ý � h J 0 h� 0 � ý � h
qui esttoujoursinférieurà 5¨ ý . Onretrouve ici unecombinatoirequi ressembleàcellequi apparaîtî-ïµ�
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j 2 þ465b7}á W<ó °�ä:9îñóç4é�ø�ç<;=;�êìë�ôDëOêEô ÷�ñlkY;�ê�ï ø ë�ø&ê4ù
dansla partieI provenantdeschaînesdirectesde la sériedeWatson(1.29).La différenceréside
dansle fait quele volumesubitaussila combinatoireici, c’est-à-direqu’il y aunfacteur 0 h� 0 � ý � h et

passimplementun facteur= ý
. Dansla limite thermodynamique,le coefficient - 0 � ý� � ý / J - 0 � / peut

êtreapprochépar 5¨ ý , commecelaaétéfait avecleschaînesdirectesdela sériedeWatson— voir
lescommentairesaprès(1.29).

À cet ordre, l’énergie propreest réelle, ce qui a pour conséquencede produireun simple
déplacementdel’échelledesénergies.Il fautdévelopperjusqu’au2eordreen � pourobtenirune
partieimaginaireà l’énergie proprequi donnele libre parcoursmoyen.�@�êù;�êù m WfVtì S�na¢"W `�R'X�R/W�Wfa_^

L’ordre2 du développementdu propagateurcontientdeuxtermesreprésentésparlesFigs6.3
et6.6.

Le premiertermed’ordre � � est(cf Fig. 6.3)

j � 2 @ j �Rú � � �,o�� � Ì hiÒ ÿ�� ú 2 � � 2 Ó ú � �;� h]Ò ÿ/� ú � �ÔÓ ú � � � � � hiÒ ÿ/� o�� � Ì Ó oD� � Ì � hiÒ � Ê � ú � �ÔÓ o�� � Ì � h]Ò � Ê � oD� � Ì Ó ú � �]�þ ¯� � j �Oú j � � j � � Ì hiÒ ÿN� ú 2 � � 2 Ó ú � �]� hiÒ ÿ/� ú � �ÔÓ ú � � � � � h]Ò ÿ/� ú � � Ì Ó ú � � Ì ��qp Ø � � E � Ì � � ¯ E�ô � � E Ø � � Ì E �;� ô �Ur p Ø � � Ì E �;� � ¯ E�ô � � E Ø � � E � Ì � ô �srþ h�t� � j �/* 2L e j �/* �L e j ��* TL e j � Û 2� L e � � j � Û �� L e � � \ � � ÷ �  ÷ �  � � � � 0 ÷ � $ ÷ � $ � �� * 2 E å � ÷� � � �·� h É �� ÷ � �� ¯* � E å ��� � ���·� h É �� � \ � � 0 Ú â å ¯ E�ô �* T � hvá � ô �* T E hvá æ � : VXW<ó ° ã [
L’intégrationsur * T , enutilisantle théorèmedesrésidus,donneunequantitédivergente:

j ��* TL e \ � � 0 Ú â å ¯ E�ô �* T � hvá � ô �* T E hvá æ � þ � ¯ E�ô � � ô �á � VXW<ó °�° [
où
á û�� � . La projectiondecetermesurle sous-espacecontenantf impuretésestobtenuegrâce

à l’intégrationsur � ci-après.� �� � \ � ��� ���
�n � hiÒ �NÊ � � 2 v � ¯ EYô � � ô �� �� � \ � ��� �	��
�n � hiÒ � Ê � � 2 v þ � �� � \ � � � � � 2 � � ¯ �ñ\ � � � � 0 � �� �� � \ � � � � � � ¯ �ñ\ � � �f� 0þ - 0 � �� � 2 /- 0 � / þ f � = E f �= � = E ¯ � � 5¨ � ¯ E 5¨ � : VXW<ó ° ¶·[
î-ï�%
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L’intégrationsur * � et Û � donne

j � Û �� L e � � j �/* �L e ¯* � E å ��� � ���·� h É �� � þ h f£ÿ � ��� : VXW<ó ° ¹°[
Ainsi, j 2 � *K� Û � þ h� � 5¨ � ¯ E 5¨ �á ¯� * E å �� � ���·� h É �� � � h f£ÿ � ��� : VXW<ó ° W°[
À cetordre,l’énergie proprevautf � �]�2 � *K� Û � þ E h � � EI� � � h� � 5¨ � ¯ E 5¨ �á h ! �L e þ E há � � ¨ � ¯ E 5¨ � f£ÿ � ��� : VXW<ó ° ¾À[
Cetermediverge quand

á
tendvers0. Cecomportementesttrèsdangereuxcar il intervientdans

la partie imaginairede l’énergie propreet
á

correspondraitau tempsde collision. Un tempsde
collision nul signifieraitquel’électronnepeutpassepropager. Le systèmeseraitisolantquelque
soit la densitéd’impuretés.Cerésultatn’estpasphysique.

Cettedivergenceen ¯ J á provient dela nonlocalitéentempsdel’interactionentreélectronset
impuretés.Le diagrammede la Fig. 6.3 représentel’interactiond’un électronavecuneimpureté
qui interagiraensuite(àunautreinstant)avecun

ç ô`ðòø&ê
électron.La théoriedeperturbationpartant

d’un hamiltonien
� þ å �� � � > , où > est le potentield’interaction,ne prenden considération

qu’un seulélectronsepropageantdansle système.Le diagrammede la Fig. 6.3 n’a eneffet pas
d’équivalent dansle modèled’Edwards.On peut montrerégalementque si l’on considèreun
systèmeàunseulélectron,alorscediagrammedisparaît.Onpeutle voir dela façonsuivante: s’il
n’y aqu’unseulélectrondansle système,alorsle potentielchimiqueestnul

� þ�� , et la particule
seraun électron(il n’y a pasde trous)d’énergie cinétique

� �� � supérieureaupotentielchimique,
alorsl’équation VXW<ó ã ¶·[ nousdonnef @ ¯> w ø � � � " qø " ø � ���0þ h j � Û� L e � � �����â �Øÿäã j �/*� L e � \ � 0·â* E å �� � � h É þ�� : VXW<ó ° Ð°[
La boucleélectroniquedela Fig.6.3s’annule.Ainsi, la divergencedueaucorrélationstemporelles
s’évanouit.

Pourfairedisparaîtrecettedivergencenonphysiquedansnotresystèmeà plusieursélectrons,
le propagateurde l’impureté doit être partiellementresommé.La premièreresommationenvi-
sageableest la resommationdesbouclesélectroniquesapparaissantdansla boucled’impureté
commecelaestmontrédansla figure6.4.

Remarquonsque,dansl’ensemblegrand-canoniqueet pourdesimpuretésenmouvement,ce
diagrammea unecontribution nulle envertudu principedePauli qui interdit auxdeuxparticules
dansla boucled’impuretédela Fig. 6.3d’avoir mêmeénergie et mêmeimpulsion.Il fauteneffet
quel’une possèdeuneimpulsionaudessusduniveaudeFermietquel’autreait sonimpulsionsous
la surfacedeFermi.Or celaestimpossiblecaril n’y a pasdetransfertd’impulsionpossibleentre
lesboucles.Cettecontrainteestréalisée(à températurenulle) parla présencedela densitéd’états
desimpuretés( ô ø þ ¯ si k Í k ê et � sinon).L’intégrationsur le produitcroisécorrespondantà
l’équation VXW<ó °�° [ estnul car � ¯ E�ô ø � ô ø þ�� . Le problèmeestqu’ici ô � n’estpasaussirestrictif.î-ï m
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Pourtenir comptedesbouclesélectroniquesapparaissantdansle propagateurde l’impureté
(bouclesentraitspleinsapparaissantdansla boucled’impuretéenpointillésreprésentéesdansla
Fig. 6.4), le hamiltonien

� � subit la transformation� � � �]� þ � j �Rú�omq � ú � �]� o � ú � �;� û � � � a � ��� � � � �]� þ � � � � f ÿ/� ���;� j �Rú�omq � ú � �;� o � ú � �]� : VXW<ó ° Ö°[
Chaqueboucleélectroniquede la figure 6.4 produit un facteur � f¦ÿ � ���

qui est pris en compte
par cettetransformation.Si

� � joue le rôle du hamiltonienlibre et � f ÿ/� ��� � �Oú�o q � ú � �;� o � ú � �]�
celuid’uneperturbation,alorsun développementperturbatifconduità la sériedela figure6.5.Le

 =  +  +  + ... 46587}á W<óº¹ ä:uSêEízï�ø{;�ç<D�ñ(è>ç ðòñóï�ífë�ô�µ%ø�ï�µØç4éOç ð8êEô`ø�ëOêdD"F ñb;Ýµ%ô`ø�ê>ð�eMù
propagateurdel’impuretédela figure6.5estalorshiÒ � Ê � ��| � ó öÝ÷� ¯ � ú � � � ú Ì � � Ì � þ É � ú E ú Ì �]\ � � � � Ê � ��| � ó öÝ÷� ¯ � � $ � $ Ê �� × Ø � � E � Ì EE$ � - ¯ E�ô � � a � �´� � � / E Ø � � Ì E �_� $ � ô � � a � �´� � � Ú VXW<ó ¶�Û°[
avec ô � Ê � �}| � ó öÝ÷� ¯ þ ¯¯ �ñ\ � � � � a � �u� � �Ó� : VXW<ó ¶{Y�[
Le diagrammedela Fig. 6.4vautalors¯� © j �� � � � \ � ��� ���
Mn � h]Ò �NÊ � ��| � ó öÔ÷� ¯ � � 2 v h � i�j �/k h]Ò ÿ � k 2 �pk � hiÒ ÿ � k��pk � � hiÒ �NÊ � �}| � ó öÝ÷� ¯ � k��pk �

þ h �i � � j �/k Ò ÿ � k 2 �pk � Ò ÿ � k��pk � � � �� � � � \ � ��� � ¯ �!\ � � � � � a � �´� � � � � 0 � 2 \ � � � � � a � �´� � �Ó�� �� � � � \ � ��� � ¯ �!\ � � � � � a � �u� � �Ó� � 0þ hY�i � � j �/k Ò ÿ � k 2 �pk � Ò ÿ � k��pk � � - 0
� 2� � 2 / \ � � � � � 2 � a � �u� � � \ � � a � �´� � �- 0 � / \ � � a � �´� � �þ h ¨'�iCj �'k Ò ÿ � k 2 �pk � Ò ÿ � k��pk � � : VXW<ó ¶ ã [

On retrouve pour l’énergie propreassociéeà cetteboucledepropagateurl’expression(6.28)qui
conduità f � 2 � þ ¨'� : VXW<ó ° Y�[
Celamontrequelesdivergencesdesdiagrammesen ~ ~ marguerite � � (diagrammesdela figure6.4
d’ordreaumoins � � , c’est-à-direcomportantaumoinsuneboucleélectronique)nesontpasphy-
siques.

î-ï �
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Le deuxièmetermed’ordre � � apparaissantdansl’énergie propreest(voir Fig. 6.6)j � � @ j �Rú � � �,o�� � Ì hiÒ ÿ � ú 2 � � 2 Ó ú � �;� h]Ò ÿ � ú � �ÔÓ o�� � Ì � h]Ò ÿ � o�� � Ì Ó ú � � � � � hiÒ � Ê � ú � �ÔÓ o�� � Ì � h]Ò � Ê � oD� � Ì Ó ú � �]�þ ¯� � j �Oú j � � j � � Ì hiÒ ÿ � ú 2 � � 2 Ó ú � �]� hiÒ ÿ � ú � �ÔÓ ú � � Ì � hiÒ ÿ � ú � � Ì Ó ú � � � � �� p Ø � � E � Ì � � ¯ E�ô � � E Ø � � Ì E �;� ô � r p Ø � � Ì E �;� � ¯ E�ô � � E Ø � � E � Ì � ô � rþ h� � j �/* 2L e j �/* �L e j ��* TL e j � Û 2� L e � � j � Û �� L e � � \ � å ÷ �  ÷ �  � � � � 0 ÷ � $ ÷ � $ � �� * 2 E å � ÷� � � �·� h É �å ÷ � �� ¯* � E å ��� � ���·� h É �� � å ¯ E.ô �* T � hvá � ô �* T E hiá æ� å ¯ E�ô �* T � * � E * 2 � hiá � ô �* T � * � E * 2 E hvá æ : VXW<ó ¶ ° [

L’intégrationsur * T destermesentreparenthèsesconduità

46587}á W<óºW ä:9�ê>ô�÷�ñ�kc;\êìð8êEøc;\ê�ë�F ï�ø�ë�ø&ê��¸ê>í � ù
h � ¯ EYô � � ô � å ¯* 2 E * � � hvá E ¯* 2 E * � E hvá æ þ L e � ¯ E�ô � � ô � É � * 2 E * � � : VXW<ó ¶À¶·[

Ainsij � � þ h� � j �/* 2L e j � Û 2� L e � � j � Û �� L e � � \ � å ÷ �
 ÷ �  � � � � 0 ÷ � $ ÷ � $ � �� * 2 E å � ÷� � ���·� h É �� ÷ � � ¯* 2 E å ��� � ���·� h É �� � � ¯ E�ô � � ô � :VXW<ó ¶�¹°[

L’intégrationsur Û � donnej � Û �� L e � � ¯* 2 E å ��� � ���·� h É �� � þ j � Û �� L e � � + T : T : ¯* 2 E å ��� � ��� E h É �� �� * 2 E å ��� � � ��� � � É � 2 �VXW<ó ¶�W°[
où
T : T : désignela partieprincipale,qui neproduitqu’un déplacementenénergie. La partieinté-

ressantedecetteexpressionestla partieimaginairequi sedécomposedela façonsuivanteE h j � Û �� L e � � É �� �� * 2 E å ��� � ����� � � É �þ h � L ! � � � H 
L � L e � 
 å j �ÿ E jJ�� æ�� � � � 2 � � e É � * 2 ��� E � �þ h e L � L ! � � � H 
� L e � 
 � * 2 ����� � � � 2 � n Ø � * 2 ����� E Ø � * 2 � v E Ø � * 2 � � � VXW<ó ¶·¾À[
î-ï Ü
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où
H 
 est l’angle solideen dimension� . Le termeentrecrochetsreprésentela contribution des

électronssousla surfacedeFermiet la distribution
Ø � * 2 � qui suitestla contribution desélectrons

libresau-dessusde la surfacedeFermi.Cettequantitéestproportionnelleà la densitéd’étatsde
l’électronlibre parunitéd’énergie.Définissonsla quantité

ô ÿ � � � þ � L ! � � � H 
L � L e � 
 � � �
� 2 � L Ø � � E ��� E Ø � � �;�

qui estpositive lorsque � estau-dessusdu niveaude Fermi,
�

, et négative pour �ÙÍ � Í �
. La

densitéd’étatsdel’électronlibre estretrouvéeparf ÿ�� ��� þ E j �ÿ � � ô ÿ/� � � :
La partieimaginairedel’énergie propreà l’ordre � � estalorsdonnéepar�U� f � �]�� � * 2 � Û � þ E.� � ¨ � ¯ E 5¨ � e ô ÿ � * 2 ����� : VXW<ó ¶�Ð°[
Autrementdit, * 2 estl’énergie del’électronévaluéeàpartirduniveaudeFermi( * 2 L � E û élec-
tron, E � Í[* 2 Í � E û trou).

La partieimaginairedel’énergie propre
f � * �

s’écrit finalement�U� f � * 2 � þ EK� � ¨ � ¯ E 5¨ � e L � L ! � � � H 
� L e � 
 � L Ø � * 2 � E Ø � * 2 �����;� � Q � �UT � : VXW<ó ¶�Ö°[f � * 2 � est indépendantede l’impulsion car l’interaction est localeet l’impulsion de la particule
incidentetrop faible pour résoudreles caractéristiquesdu potentielcréépar les impuretés.La
partieréellede l’énergie proprene fait querenormaliserl’énergie de propagationde l’électron.
Parcontre,sapartieimaginaireestreliéeaulibre parcoursmoyendel’électrondansle système.À
partir del’expressionVXW<ó ¶�Ö°[ , on peutconstaterquelorsquë þ � , c’est-à-direlorsqu’il n’y a pas
d’impuretés,la propagationde l’électronestlibre. L’électronestégalementlibre lorsque 5¨ þ®¯ ,
c’est-à-direlorsquetousles sitesdu réseausontoccupéspar les impuretés,on a alorsun cristal
parfait.

Le tempsdecollision
h

(ou le libre parcoursmoyenélastique)estrelié à la partieimaginaire
del’énergie proprepar �U� f � * � þ E iL h � * ����� : VXW<óº¹ÀÛ°[
Cequi conduità l’expressionsuivantedu tempsdecollisionih � * � ��� þ L e ¨ � ¯ E 5¨ � ô ÿ � * ����� � � : VXW<óº¹>Y�[
Cetteexpressionpeutêtrecomparéeà celleobtenuepar le modèled’Edwards[75, p. 145] décrit
parunhamiltoniendutype

� þ H � > ( H étantl’énergie cinétiquedel’électronet > le potentiel
d’interactionmodélisantunedistribution d’impuretés).ih�� 
�� ��� � Û � þ L e ¨'ô ÿ/��� � j ���Û ÌH 
 � > �ÜÛ E Û Ì � � � � VXW<óº¹ ã [

îaî>ï
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où Û þ Û Ì et �Û Ì estla directionde Û Ì . L’absencededépendanceenimpulsiondel’expression(6.51)
vientdu fait quele potentielestponctuel.

Une autredifférencevient du terme ¯ E 5¨ qui montreque l’électron se comportecomme
s’il était libre lorsqueles impuretésforment un réseauparfait. Cependant,cette limite 5¨ þ ¯
nécessiteen toute rigueur la prise en compted’autresdiagrammesdansl’énergie propreet la
comparaisonentrenotremodèleet celui d’Edwardsdoit s’arrêterà desvaleurstrèsfaiblesde la
densitéd’impuretés,5¨�� ¯ . Parailleurs,lorsquele pasduréseautendvers0, le rapportdunombre
d’impuretéssurle nombredesites 5¨ þ"� 
� ¨ tendvers0.�/��� �  9¢f§ ¥¦¢�¢f ]�K¡

La moyennesur le désordre,obtenuepar la sommesur toutesles configurationspossibles
du champd’impuretés,permetde retrouver le développementperturbatifdu modèled’Edwards.
La correspondancedesdeuxmodèlesestobtenuedansla limite thermodynamique,qui permetla
simplificationdesdiagrammesnon connexes.Cettesimplificationintervientégalementdansles
premierstermesdu développementde la fonctiondecorrélationà 4 points(fonctiondeGreenà
deuxparticules)qui sertà calculerla conductivité dessystèmesdésordonnéspar la resommation
desdiagrammesenéchellesetdesdiagrammesmaximalementcroisés[96]. Cettecorrespondance
du développementperturbatif indiqueque la théoriede la localisation,s’appliquantau modèle
d’Edwards,s’appliqueégalementà cemodèled’impuretésstatiques.

Le but final decetteapprocheestsonutilisationdansuneapprochenonperturbative, faisant
appelau groupede renormalisationet incluant les interactionsentreélectrons,pour étudier la
récentetransitionmétal-isolantàdeuxdimensions[54]. Le chapitresuivantprésenteunenouvelle
approchedugroupederenormalisationpourtraiterlesélectronseninteraction.

îaî�î
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Les expériencesrécentessur les gaz d’électronsà deux dimensions[3] semblentmontrer

l’existenced’une transitionmétal-isolant,alorsque la théoriede la localisation[2] prédit l’ab-
sencede conductiondansles matériauxbidimensionnels.L’apparitiond’une conductivité dans
cessystèmesétantfonctionde la densitéd’électrons,on pensequel’interactiondeCoulombest,
aumoinsenpartie,responsabledecettetransition[54]. La théoried’échellede 1979n’estdonc
pasremiseen causepuisqueles électronsy sont traitéssansinteraction,mais il estmaintenant
nécessairedeconstruireunethéoriecomplètedécrivant lessystèmesd’électronseninteractionen
présencededésordre.

Ce chapitreest une premièreétapedanscette direction. Laissantde côté le problèmedu
désordre,il présenteune approchenon perturbative pour traiter les électronsinteragissantvia
l’interaction de Coulomb. Cetteapproches’inspired’une nouvelle méthodede renormalisation
élaboréeparAlexandreet Polonyi [6].

Le groupederenormalisationestun outil puissantpourétudierla physiqueauvoisinaged’un
pointcritique,c.-à-d.auvoisinaged’unetransitiondephase.Un hamiltonienmicroscopiquedécrit
la physiqueauniveaudesparticulesetdesinteractionsentrecesparticules,maisla descriptiondes
phénomènesmacroscopiquesestdifficile à extrairedecehamiltonien: dansl’approcheperturba-
tive,onestsouventamenéà resommerdessériesentièresdediagrammesdeFeynman.Au niveau
macroscopique,les degrésde liberté microscopiquesinteragissententreeux et formentsouvent
desétatscollectifsqui peuvent êtredécritssimplementà partir dequelquesdegrésde libertéef-
fectifs.La formationd’étatscollectifsnécessitedescorrélationsà longuedistanceentrelesdegrés
de liberté du système.La distancesur laquellecescorrélationsexistentestappeléelongueurde
corrélationet estnotée� . Lorsquecettelongueurdecorrélationesttrèspetite,le hamiltonienmi-
croscopique

� ÿ donneunebonnedescriptiondela physique,maislorsquecelle-ciestgrande,la
descriptionen termede degrésde liberté effectifs estplus appropriée.Lors d’une transitionde
phase,le systèmephysiquechanged’étatauniveaumacroscopiqueet la longueurdecorrélation
estalorsinfinie.

Le groupederenormalisationconsisteà obtenirun hamiltonieneffectif
� ý , décrivant le sys-

tèmeà l’échellemacroscopique,à partir du hamiltonieninitial
� ÿ , décrivant lesdegrésdeliberté

microscopiquesdu système,à l’aide d’unetransformation
h� 2 þ h � � ÿ � � � � þ h � � 2 � � � T þ h � � � � � ãËãËã � ý þ h � � ý � 2 � :îaî Ý
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Dansl’approchetraditionnelle[102], cettetransformationconsisteà changerl’échelle d’obser-
vation. À chaqueétape,les constantesde couplagedu hamiltonienchangent.Lorsquecelles-ci
tendentà disparaîtreau fur et à mesuredestransformationssuccessives,celasignifiequ’ellesne
sontpasimportantespour la descriptionde la physiqueà longuedistance.Elles sontalorsdites
inessentielles. Dansle cascontraire,ellessontditesessentiellescarellesdécrivent le systèmema-
croscopique.Lorsquecesconstantesdecouplagen’évoluentplusavecla transformationdugroupe
derenormalisation,c.-à-d.quele hamiltonienvérifie l’équation��  þ h � ��  � �
la transformationpossèdealorsun point fixequi estun point critiquepourun systèmeinfini. Ce
point fixesignifiequ’unchangementd’échellen’a aucuneinfluencesurla descriptiondu système
physique.Le systèmeestdit invariantd’échellecarla physiqueestla mêmequelquesoit l’échelle
d’observation. Un point fixe décrit un point critique; c’est au point critique quela longueurde
corrélationestinfinie.

Lespointsfixessontdonnésparleszérosdesfonctionsd’échelle( ¡ ý et ¢ ý définiesplusloin)
etpermettentd’obtenirlesexposantscritiquesdesquantitésphysiquesprochesdu point fixe.

La méthodeemployéedanscechapitrediffèreenplusieursmanièresde l’approchetradition-
nelle.Les équationsd’évolution desconstantesde couplagene sontplus recherchéesen faisant
varierla coupure,maisd’autreséquationsd’évolution sontdérivéesenfaisantvarierunparamètre
internedu système(la massedu champparexemple).De cefait, lespointsfixesdecesnouvelles
équationsd’évolution ne possèdentpasuneinterprétationsimpleen termede point critique.En
effet, l’invariancedu systèmesousce type de transformationne signifie pasquele systèmeest
invariantd’échelle.L’objectif de cetteméthoden’est pastant de trouver despointsfixes,mais
plutôtdedériverdefaçonnonperturbative uneactioneffective décrivantle système.L’intégration
(numérique)deséquationsd’évolution desdiversesconstantesdecouplagedumodèledoit retenir
lesconstantesdecouplageessentiellespourla physique.

Nousrappelonsdansunpremierparagraphecommentleséquationsd’évolutiondesconstantes
decouplagesontobtenuesdansle cadred’unethéorierelativisteetselonl’approchetraditionnelle,
qui consisteà varierl’échelled’observation.Ceséquations,égalementappeléeséquationsdeflot,
sontreliéesauxfonctionsd’échelleet leurspointsfixesindiquentla présenced’unetransitionde
phase.

Dansle paragraphesuivant, le mêmemodèleesttraitépar l’approchede[6] de façonà don-
neruneprésentationdesgrandeslignesde la méthodequenousallonsemployer pour traiter les
électronsnonrelativisteseninteraction.D’autreséquationsd’évolution sontobtenues,qui nesont
pasgénéréespar un changementd’échellemais par la variation d’un paramètre= interneau
hamiltonien.Lorsdela variationdeceparamètre,lesconstantesdecouplagesontrenormalisées.

Le systèmenonrelativisted’électronscorrélésesttraitéà partir du paragraphe7.3.L’interac-
tion deCoulomby estmodéliséeà l’aide d’un champscalaireû � k �

pour le photon.Nousaurons
doncà travailler avec deuxchamps: un champpour les électronset un champpour lesphotons.
Cechoix et la présentationdétailléedu resteduchapitresontexposésau§ 7.3.

Nousdérivonsensuite,dansles§ 7.4à7.7,leséquationsdeflot dépendantd’un paramètrein-
terne= etmontronsquelesrésultatsdela théoriedeperturbationsontretrouvésàl’approximation
d’uneboucle,qui seraexpliquéeendétailplusloin.îaî �
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Pourintroduireleséquationsexactesdu groupederenormalisationdansle cadredela théorie
qui seradéveloppéeci-après,nousutilisons une théoriede champscalairerelativiste. L’action
d’unetelle théories’écrit l ø nS©�v þ j z å ¯L � 7 � © � � � ý ø � © � � Q � 7«ª � æ � V§¾�óZY�[
où © est un champscalaire,

ý ø � © � le potentield’interactionet 7 � @ � 7'$;�¬  �
. L’indice k est

l’échelled’observationdela théorie.C’estunecoupuresurlesimpulsions® permettantd’éliminer
lesdivergencesultraviolettes(UV) dela théorie(duesà ® û � ). Ondit qu’ellerégularisel’action.
L’introductiond’unecoupurek estjustifiéeparle fait quelesmodesd’impulsion® L k nepeuvent
pasêtredécritspar cetteaction.La priseen comptede cesmodesnécessiteraitunethéorieplus
complexe. Restreindreles impulsionsà desvaleursinférieuresà k revient à ne considérerque
desparticulesayantunelongueurd’onde ¯ L±° Jlk , ° étantla constantede Planck.Commeun
microscope,la théorieaunerésolutionlimitéeetnepeut ~ ~ voir � � quelesobjetsdetaille supérieure
à ° Jlk . L’action (7.1) estdéveloppéedansl’esprit deGinzburg-Landau[60, chap.II] : les termes
del’action contenantdesdérivéesd’ordresupérieurà4 représententuncouplagenonlocaletsont
négligés.Si l’on sereprésentelesdifférentsdegrésdeliberté © � k �

surunréseau,l’interactionentre
plusprochesvoisinsestdécritepar � 7²© � � et les dérivéessupérieuresdécrivent uneinteractionà
plus longuedistance.Ce type de troncatureestaussiconnusousle nom de développementdu
gradient(voir [14]). Le potentiel

ý ø
contienttoutesles interactionslocales(i.e. en un point k

donné)du champ© etpeutêtremis sousuneformepolynômialeý ø � © � þ w ý � ý � k �ô�³ © ý � k � : V§¾�ó ã [
Les � ým� k � sontles différentesconstantesde couplageet dépendentde l’échelle k . Commenous
allons le voir dansce paragrapheintroductif, les équationsdu groupede renormalisationvont
permettred’écriredeséquationsd’évolution desconstantesdecouplageen fonctionde l’échelle
d’observation.

Enphysiquestatistique,onchercheengénéralàdécrirele comportementdusystèmeà longue
distanceà partir d’équationsmicroscopiques.Cependant,la théorie,telle qu’elle estdonnéepar
l’action (7.1), contientbeaucouptrop de degrésde liberté pour êtrerésoluesimplement.L’idée
originalede Wilson [102] consisteà ~ ~ regarder � � le systèmeà différenteséchelles.Lorsquela
coupurek ûC� , l’action (7.1)contientuneinfinité dedegrésdelibertédécritspar lesmodesde
Fourier © � ® � du champ © . La théoriecontienttoute l’information sur les fluctuationsde courte
longueurd’ondedu champ,mais il n’est pasnécessairede connaîtrecesfluctuationssi la phy-
siqueintéressantepeutêtredécriteparquelquesdegrésdelibertéeffectifs.L’approchedu groupe
de renormalisationde Wilson consisteà intégrersur cesdegrésde libertésde courtelongueur
d’ondeet à neconserver quelesdegrésde liberté intéressantspour la physiqueétudiée.Il s’agit
alorsdetrouver uneactioneffective décrivant le comportementdela théorieà longuedistanceen
intégrantsur les détailsde la théorie,c.-à-d.sur les modesUV. Cetteintégrationne peutpasse
fairebrutalement,maispeutêtrefaiteparpassuccessifs[100].

Partantdel’action (7.1),onchercheàconstruireuneactioneffectivecontenantmoinsdedegrés
de libertéquel’action initiale. Pourcela,lesmodesUV du champ© ayantuneimpulsionsituée
dansunecouchederayon k et d’épaisseur

1 k sontintégréset l’action effective necontenantqueîaî}�
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desdegrésdelibertéd’impulsioninférieureà k�E 1 k sedéduitdela relation\ � ^ õ �µ´ õ ë ¶�î þ j R nS© Ì v \ � ^ õ ë ¶ � ¶ Ê î :
Le champ© ayantsonimpulsioncomprisedansla couched’impulsion n k�E 1 k � k v estnoté ©�Ì , et© est le champinfrarouge(IR), celui qui mèneà descorrélationsà longuedistance(® û �¸·¯ ûC� �

. L’intégrationfonctionnellesur ©�Ì peutêtreapprochéeenappliquantla méthodedu col
autourde © Ì ÿ . \ � ^ õ ��´ õ ë ¶�î þ \ � ^ õ ë ¶ � ¶ Ê � î � ÷� -«¹ Ê�ºS» � ��¼ õ��½ Ê ��½ Ê ë ¶ � ¶ Ê � î � 2 �¿¾ � ´ õõ �Ó� :
Lestermesd’ordresupérieurdansledéveloppementautourduchamp© Ì ÿ sontdel’ordreduvolume
dela couched’impulsionschoisiepourl’intégration. H«ª Ì signifiequela traceconcerneseulement
lesmodesd’impulsionscomprisesdansla couchen kQE 1 k � k v . Quand

1 kgJlk û�� , l’équationl ø � ÿ ø nS©�vËþ~l ø nS© � © Ì ÿ v � ¯L H«ª Ì �²� l � �]�ø nS© � © Ì ÿ v V§¾�ó ° [
devient exactemais ne peut pasêtre résoluesansquelquesapproximations.En premier lieu À ,
le champIR peutêtrechoisi homogène,© � k � þ+o , et un point-selletrivial, ©�Ìÿ þ � simplifie
égalementlesexpressions.L’actionnecontientalorsquele potentiel

ý ø
,l ø npofvËþ�B 
 ý ø � o � � V§¾�ó ¶·[

où � estla dimensiond’espaceet B 
 estle volume.Cetensembled’approximationsestconnusous
le nomd’approximationdu potentiellocal (LPA). L’équation(7.3)devient uneéquationd’évolu-
tion pourle potentiel

ý ø
,B 
 ý ø � ÿ ø � o � þ6B 
 ý ø � o ��� BD
L j Ì �'
 ®� L e � 
 �²� � ® � � ý � �]�ø � o �;�

· ý ø � o � E ý ø � ÿ ø � o � þ E H 
L � L e � 
 k 

� 2 1 k ��� � k � � ý � �]�ø � o �;� �

qui s’écrit sousformedifférentielle7 ø ý ø � o � þ E H 
L � L e � 
 k 

� 2 ��� � k � � ý � �]�ø � o �;� : V§¾�óº¹°[H 
 estl’anglesolideendimension� .

À partirdela définition(7.2),leséquationsd’évolution desdifférentesconstantesdecouplage
peuventêtreobtenuespardérivationparrapportauchampo decetteéquation.� ým� k � þ 7 ý ý ø � o �7�o ý ���� » �mÿ V§¾�óºW°[
Ceséquationsformentun ensembled’équationsdifférentiellescouplées.Les fonctionsd’échelle¡ définiespar[60, chap.VII] ¡ ý � k � @ k 7 ø � ý � k � V§¾�ó¿¾À[Á{Â{Ã�Ä}Å�ÅlÆÈÇiÉ3ÊÈÆSË<Ì�Í"Î�ÆÏ{Ð3ÅÑÇiÏ{ÆÈÐ3ÅÑÌ}Ï{Ð�ÎlÒ�Í{ÆÈÓcÐ3Í{Ð�Î�Ä}Å�ÅlÏcÐ�Î�ÉµÏ{ÅlÅlÆÈÔ3ÊÈÄ}Å}ÕÖÇ×Í{ÆÈÅ�Ì}Ä}ÊÈÊÈÄ}Å�Ø�Ì}Æ	ÅlÏcÐ�Î�ÅlÙ�ÚiÅ�Í{Ð�Î�Ä}Å�ÉµÏ{Ù1Ò�ÆÈÊÈÊÈÙ3Å�ÎlÒ�Ä�ÒÌ}ÄÜÛ�Ù3Æ�ÉµÄ}Ù1ÎÞÝ�ÎlÒ�ÄÑßàÍ{ÆSÎ�Í�áYÄ}Ì�Ì}Ä�Å[â}Û�Ù3Í�Î�ÆÈÏcÐ1Å[ã1ÙäÓ�Ò�ÏcÙ1ÉµÄÜã1Ä�Ò�Ä}Ð1Ï{Ò�Ç×Í�ÊÆÈÅ�Í"Î�ÆÏ{ÐÖÂîaî>%
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s’en déduisentimmédiatement.Cesfonctions ¡ représententl’évolution desconstantesde cou-
plageenfonctiondel’échelle k parunecourbeparamétréepar k dansl’espacedesconstantesde
couplage.Ellessontimportantespourla recherchedepointsfixesqui sontdonnésparlesconstan-
tesdecouplageinvariantesd’échelle.Si �  ý � k � estindépendantdel’échelled’observation k pout
tout ô , alorsl’ensembledes�  ý � k � définitunpointfixe.Autrementdit, lespointsfixessontdonnés
parleszérosdesfonctions¡ .

Cesfonctions ¡ ont certainespropriétésuniverselles,c.-à-d.indépendantesdu schémadere-
normalisation.En particulier, l’approximationdesmodesindépendantsdonnedesrésultatsindé-
pendantsduprocessusderenormalisation.Cetteapproximationconsisteàdécouplerleséquations
d’évolution des� ý � k � 7 ø � ý � k � þæå ø � � � � � k � � �
enremplaçantlesvaleursdes� � � k � dumembrededroiteparleurvaleurinitiale � � � k þG� �

. Consi-
dérantceséquationsdifférentiellescoupléescommeun ensembleinfini d’itérationsdu groupede
renormalisationpourobtenir � ý � � � àpartirde � ý � k þG� �

enpassantpar � ý � k6E � 1 k � , l’approxi-
mationdesmodesindépendantsrevient à n’effectuerqu’uneitérationparmi l’infinité d’itérations
quedemandele groupede renormalisation.Ceci revient à passerdirectementde � ý � k þç� �

à� ý � � � parl’intégration � ý � � � þ j ÿø � � � k å ø � � � � � � � � � :
D’autrespropriétés,commel’existenced’un zérodesfonctions¡ ý � k � (existencedepointfixe)

et la valeurde

"ç � � ø �
 a � aupoint fixe (typedepoint fixe,stableou instable),sontuniverselles.Mais

engénéral,lesfonctions ¡ dépendentdela procédurederenormalisationet leur formen’estplus
universelleau-delàde l’approximationdesmodesindépendants.Cetteapproximationdesmodes
indépendantsestaussiappeléeapproximationà uneboucle. En termesde diagrammesdeFeyn-
man,elleconsisteàévaluerlesgraphesirréductiblescontenantuneseuleboucle(voir parexemple
les figs du tableau4). L’universalitéde cetteapproximationvient de l’existenced’un point fixe
dansle régimeUV. ��� ¥§¦ ¥£�t�� ]�G¡¦¢ ¤w% � �K���]¥¼�� ]�K¡¨¬ ¡è!Ë�K¡£§ �� ]�K¡ ¤w%y¥¦¡&ª��I«m�«� � �f«m¬

Nousprésentonsici unenouvelleapprochedela renormalisation[6] pourobteniruneéquation
d’évolution du mêmetypequel’équation(7.5).Cetteapprochesebasesur uneconceptionde la
renormalisationdifférentedecelleexposéeci-dessus.Afin demontrerlesconceptsqui la fondent,
nousintroduisonsdansceparagraphesonapplicationà un modèlesimple: unethéoriedechamp
scalairerelativistedu mêmetypequedansla sectionprécédente.La théorieseraappliquéeaugaz
d’électronscorrélésàpartir duparagraphe7.3.

L’objectif estd’obtenirdeséquationsd’évolutiondesconstantesdecouplageenfonctiond’un
paramètreindépendantdela coupure.Alors quel’approchehabituelle,décritedansle paragraphe
précédent,consisteenuneintégrationsuccessive surlesfluctuationsduchampordonnéesselonle
paramètrede coupure,cettetechniqueconsisteen uneintégrationsuccessive sur les fluctuations
duchampordonnéesselonun paramètre~ ~ interne � � .

L’actionétudiéeestcelledel’équation(7.1)quel’on noteralÞéInS© v ; l’indice k estomispuisque
la coupurenevariepasdanscetypederenormalisationê . L’idée consisteà introduireuneaction
supplémentaire,contenantun paramètre= , à l’action nue l é , de façonà obtenir une théorie
triviale pour = þC� . L’action supplémentaireseraappeléeaction de suppressioncar elle aë�ÂcìÖÍíÌ}Ï{Ù3É3Ù�Ò�ÄÜîïã�ÏcÆSÎ[Ð3â�Í�Ð3ÇiÏ{ÆÐ1Å¿Ý�ÎlÒ�Ä�É1Ò�â�ÅlÄ}Ð�Î�ÄÑÉµÏcÙ�Ò[Ò�â�ÓcÙ3ÊÍ"Ò�ÆÅlÄ�Ò�ÊÍðÎ�ñ1â}Ï{Ò�ÆÈÄcÂîaî m
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pourbut desupprimerlesfluctuationsquantiquesduchampengendréesparl’interaction.L’action
nue est transforméeen une action contenantle paramètre= qui gouvernela renormalisation.
L’approchela plussimpleconsisteàchoisir = commeétantun termedemassepourle champ© .
Ainsi, l é nS©�v E û l 0 nS© vhþ~l é nS©�v � j z ¯L = � © �z :
Lorsque= û � , l é devientnégligeabledevantle termedemasseet l 0 estsimplementl’action
desuppression. l 0 nS©�vËþ j z ¯L = � © �z :
La théorieestalorsgaussienneet doncparfaitementconnue.Le paramètre= contrôleles fluc-
tuationsdu champ.Lorsque= estgrandmaisfini, l’action l é jouele rôle d’uneperturbationde
la théoriegaussienne.Un développementperturbatifdiagrammatiquefait alorsapparaîtretousles
graphesdeFeynmannontriviaux.Lorsqueceparamètre= û � , lesinteractionsdu champavec
lui-mêmesemettentenplaceet l’action dela théoriephysiqueétudiéeestretrouvée.

Voyonsmaintenantcommentsontdérivéesleséquationsd’évolution del’action effective. Le
point dedépartestla fonctiondepartition

� n â v du systèmeconsidéréenprésenced’unesource
â
.

Elle s’écrit commel’exponentiellede la fonctionnellegénératricedesfonctionsde corrélation
connexes ò n â v . � n â v¿ó \1ô ë í]î óöõ R:÷ ©�v \µø ^1ùdú ¶3ûýüþ�ÿ ¶�� V§¾��ºÐ°[
où
�

estla sourceduchamp© . L’actioneffective � estobtenueparla transformationdeLegendreò ÷ � v�� � ÷	� v�ó ��
 � �
où � estla valeurmoyennedu champ� évaluéepar������ ��� þ óqõ�� ÷ � v ��� ø���� ú � ûýüþ�ÿ � ó�� ò ÷ � v� � ��
L’équationd’évolution de l’action effective s’obtientenvariant  defaçoninfinitésimale.Cette
variationde  s’écrit commeunedérivation de � par rapportà  . Il esten fait plussimplede
choisiruneévolution selon  "! .#�$&% � ó(' #)$&% ò ÷ � v*' � � ÷	� v� � 
 #)$&% � � ��
 #)$&% �ó(' #)$ % ò ÷ � vó,+-�.0/ � � ! � þ �
où .1/ �32  . L’expressiondupropagateurduchamp � � ! � þ entermesde 4 ÷ � v permetd’écrire# $&% � ó +- .1/ 5 � ! 4 ÷ � v� � � �76 � +- .1/ 5 � 4 ÷ � v� � 6 !ó +-�.1/98;: � ! �� � � �=< ø?>A@ � +-B.1/DC � !FE � GIH �KJMLN�N�O
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La dernièreégalitéestobtenueàpartir del’identitéõ�s 4ut !rvþxwzy þx{ �St !rv| { y |~}1� �  y � � GIH �c�z�ML
qui exprimele fait quela fonctiondevertex ��t !rv| y | estl’inversedu propagateurconnexe 4�t !rvþny þ . On
obtientainsiuneéquationd’évolution exactepourl’action effective sousla formed’uneéquation
différentiellefonctionnelle.Commeonle verraplusloin, cetteéquationmèneauxéquationsdeflot
desconstantesdecouplagedu potentielet del’énergie cinétique.Desapproximationsconcernant
cetteactioneffective sontnécessairespourrésoudrecetteéquationenpratique.

Uneformefonctionnelleraisonnablepour l’action effective estdonnéepar le développement
dugradient. � ÷	��� � õ +-���� ��� � #�� ��� ! �(� � �?� � +-  ! � ! ��� � #*� � � GIH �c���~L
où ��� �?� estla constantederenormalisationdela partiecinétiquedel’action et � � �?� celledu po-
tentiel.CetAnsatzcontienttouteslespuissancesdu champ� , maiss’arrêteautermecinétiqueen
cequi concernelesdérivéesdu champ.La présencedela constantederenormalisationdel’éner-
giecinétique,�;� �?� , danscedéveloppementdugradientgénéralisel’approcheduparagraphe7.1;
enposant��� �?� � + , on retrouve l’approximationdu potentiellocal. Commeauparagraphepré-
cédent,l’approximationd’un champ � homogènedans(7.9) conduità l’équationd’évolution du
potentiel � � �?� � ��� � � �B�1� # $ % � � �B�~� � +- õ[� +��� � � ��� ! �  ! ��� t !rv � � � � � GIH �c�zPML
Cetteéquationdécritl’évolutiondela constantederenormalisation� � � � � enfonctionde  ! . Elle
fait appelà la constantederenormalisation��� �B�~� dontl’évolution resteàdéterminer. Enutilisant
l’approximationdu potentiellocal du paragraphe7.1, ��� �B�z� � + , les équationsd’évolution des
diversesconstantesdecouplagesontobtenuesàpartir de(7.12)par��� �  ! � � # ��� � �B�z�# � � � ���� |��r� � �Ceséquationsformentun ensembleferméd’équationsauxdérivéespartiellescouplées.Lesfonc-
tions � qui endécoulentmènentauxéquationsdeCallan-Symanzik[60, chap.VII]� � �  ! ���  ! # $&% �[� �  ! � �  ! # $&% # � � � �B�~�# � � � ���� |��r� �

� GIH �c�z¡ML
où le membrede droite sedéduitde (7.12).À l’approximationd’une boucle,l’universalitédes
fonctions � estvérifiée.On trouve eneffet la mêmeformepour les fonctions � de(7.6) et celles
de(7.13)— voir [6]. � � �  ! �¢�  ! # $ % ��� �  ! � �3£ #�¤ ��� � £ �S� � � � £ � � GIH �c�a¥)L

Si l’approximation �;� �B�~� � + estrelaxée,leséquationscoupléesdesconstantesdecouplage
ne formentplus un systèmeferméet il estnécessairede trouver uneéquationd’évolution pourN�N�¦



§=¨ª©ª«S¬®°¯0± H �*²f_aVA³*X)]deD]de´mreaZ*X[mAoµU�bcWY\nU�VAWYX[Zkl�X[Tdm¶bYeF\¶_abYeFjaVAmrX[Z*\0eaZ·WcZ�VreamnU[jaVAWYX[Z��� �B�z� . Il estpossibled’obtenircetteéquationenajoutantdesfluctuationş ��� � autourdu champ�B� � ��� � � �B� � ¸ ��� � �
Lesfluctuationş ��� � sontsupposéesfaibles,ce qui permetde faire un développementdesdeux
membresdel’équation(7.9)enpuissancesduchamp̧ . L’identificationdespuissancesde ¸ etdes
termesproportionnelsà

# !� (termesd’énergie cinétique)conduità uneéquationd’évolution pour��� � � � . Cetteéquationdifférentielleestcoupléeàl’équationd’évolutionde � � � � � ; ��� � � � apparaît
dansl’équation(7.12)et � � �B�~� dansl’équationd’évolutionde ��� �B�z� . Comme� � ���~� , la constante
de renormalisation�;� �B�z� s’exprimesousla formed’un polynômedu champ�B� introduisantles
constantesdecouplage¹ � associées.��� � � � �»º � ¹ �¼�½ � � � �

Il existe égalementdeséquationsde Callan-Symanzikpour les ¹ � . Les fonctionsd’échelle
associéesàcesconstantesdecouplagesontnotées¾)� �  ! ���  ! # $ % ¹ � �  ! � � GIH �c�z¿ML
L’expressionÀ À fonctionsd’échelle Á Á estemployéeici ausenslargecarcesfonctionsdépendentde etnondel’échelle £ . Leséquations(7.13)et (7.15)formentunensembled’équationsdifféren-
tiellesnonlinéairescoupléesqui doit êtrerésoludefaçonnumérique.

Remarquonsquelesexpressionsde ¾)� �  Â! � et ¾�� � £ � sontengénéraldifférentes.L’universa-
lité desfonctionsd’échelle,qui a conduità l’équation(7.14),nes’appliquequ’à l’approximation
d’uneboucle,dansle régimeultraviolet. À cetordred’approximation,la constantederenormali-
sation ��� �B�z� vaut1 et l’équation(7.15)devient triviale. L’universalitédesfonctions ¾ , à l’ordre
d’uneboucle,s’écrit ¾)� �  ! � �»Ã;�ÄÃ;� ¾�� � £ � �
Lesrésultatstrouvéspourla fonctiond’échelle¾ � �  !~� dépendentdu schémaderenormalisation
etpeuventêtredifférentsdeceuxobtenuspour ¾)� � £ � .

Cettenouvelle méthodederenormalisationpermetdedériver deséquationsdeflot descons-
tantesdecouplagetrèsprochesdecellesobtenuesparl’approcheusuelledugroupederenormali-
sation.À l’approximationd’uneboucle,leséquationssontlesmêmesdansle régimeUV pourles
deuxapproches.Ceciestdû à la propriétéd’universalitédu système,qui veutquelesconstantes
decouplageaientle mêmecomportementàproximitédu pointfixeultraviolet.

Cetteméthodeprésentequelquesavantagesparrapportà l’approcheusuelle[6] :

– elle permetl’utilisation du développementdu gradient,alors que l’approcheusuellefait

apparaîtredestermesen Å Æ ! � �ÈÇ # !� � , dûs aux contraintessur les impulsionsdansle

calculdela tracedans(7.3); cestermesnonlocauxinvalidentle développementdugradient
carla forme(7.11)del’action effective n’estplusvalable;

– l’invariancede jaugepeutêtrepréservéelorsquele paramètred’évolution estplacédevant
un termeinvariantdejauge,alorsquel’évolution enfonctiondela coupure£ la brise.

Cependant,il faut bien voir quecetteapprocheestconceptuellementtrèsdifférentede celle du
groupederenormalisation.Lorsquela coupureestchangée,£qÉ�£ 'ËÊ £ , le systèmephysiqueest
observéà uneéchelledifférente.Lorsquele paramètre varie,c’est le systèmephysiqueétudié
qui change,maisl’échelled’observation(donnéeparla coupuretoujoursprésente)resteinvariante.
Le but principal de cetteapprocheest d’obtenir uneaction effective de façonnon perturbativeN�Ì�Í
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qui décrit le systèmeconsidéré,puis d’en dériver les quantitésphysiquespertinentes(commela
conductivité d’un gazd’électronsparexemple).ÏÑÐÓÒ ÔÖÕn×�Ø�Ù�Ú�Û¶Ü�ÝÞÜ�Û¶Ü�Ú�×�ÕrßàÙBáAâDárÝdÙ�×�ÝÂ×�ÜãárÜ0Ù�×�Ú�ß¶ØäÙ�árÛ¶Ü

L’objectif de ce chapitreestd’appliquerla méthodedécriteprécédemmentaux électronsen
interactionet de dériver deséquationsde flot pour les différentesconstantesde couplage.En
physiquedela matièrecondensée,l’interactionentrelesélectronsestgénéralementdécriteparle
potentieldeCoulomb[65] å�æ ��ç ' ç?è � � �z!é ç ' ç è é � GIH �c�zêML
maiscelui-ci induit uneinteractionspatialenon localeentreles électrons,i.e. l’interaction n’est
pasrestreinteauxplusprochesvoisins.La descriptionde cetteinteractionpar le développement
du gradientnécessiteraitl’introduction d’un nombreinfini dedérivéesspatialesdansl’action ef-
fective pour rendrecomptede la non localité spatialede l’interaction. Il faudraitensuitesuivre
l’évolution desconstantesdecouplagedechacundecestermesapparaissantdansl’action. Cette
façondeprocéderestirréaliste.Uneautreapprocheconsisteàneconsidérerquelestroisprocessus
dediffusionpossiblesdel’interactiondeCoulombdécritsparla figure7.1.
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(b)(a)ëàì�íàî H �c��ïñð òôó&õ�ö�÷Aøzùnòôóôóôú)óüû�òqû[ý þ°ú)óôýÿø�� ò����)ò���û[÷��ôóªö��[÷
	�� ý���Óò ÷��Mù�iýÿø�� û�ò���ø[ú�	 ø������ ��� ��� ý ���� ú)óôýÿø�����	YòAù�i÷Aø�� �!i÷ ø[ú"�[ú$#Ñö*ò%iý��ó&������	cò ó(')	cò ó+*,��	còrù�i÷ ø$�dó´óaø$����%��ý-��	Yò��µò���=û.��/zý0�ôó2143 �-5 � û[ý þ°ú)óôýÿø���%	còAù�i÷ ø����2i÷Aø[ú6�[ú$#��[÷�����û[ó(������	cò ó7')	còôó8*9��	YòAù�i÷Aø��dó:�Aù%;�������ò%��<	Yò ú�÷�ý��0ö�ú�	 ó ýiø��=1hò% ��> � û[ý þ°ú)óôýÿø��? �4@,ýA�0ö�ø[÷%0����Óò�	cø[÷nó�Baú*ò+C � 'EDF�
Remarque: le processusdediffusionBCSsélectionnela partiedel’interactiondeCoulombimportantedans
le régime G"HJILK , maiscen’estpasceprocessusqui engendrela transitionversla supraconductivité; il
fauty ajouterla présencedephonons[65, chap.9].

Le fait que l’on puissese limiter aux 3 processusde diffusion décritsci-dessusestdû aux
contraintesimposéespar la surface de Fermi (les impulsionsavant et aprèsl’interaction sont
prochesde la surfacede Fermi). Cetteséparationde l’interaction de Coulomben trois proces-
susnécessitederestreindrel’intervalle d’intégrationdel’impulsion detransfert,notéeM dansles
diagrammesdela figure7.2,auxfaiblesimpulsions[11], pouréviter le doublecomptage,car les
3 processusdediffusionsontissusdela mêmeinteraction.Cesdifférentsprocessusdécriventdéjà
desinteractionseffectives.L’approchechoisieici estdifférentedesdeuxprécédentes.Elle part
d’un niveauplusmicroscopiqueenmodélisantl’interactiondeCoulombparun champN ��� � que
nousappelleronschampde photons,bien quenousne considérionsquela partieélectrostatiqueN�Ì?N
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du champélectromagnétique.Le potentielvecteur d estsupposénul, seul le potentielscalaire
intervientsousla formede N ��� � . L’introductiond’un champsupplémentaireestunecomplication
nécessairesi l’on veut uneinteractionponctuellepour utiliser le développementdu gradient,et
conserver l’interactiondeCoulombnuedansl’action dedépart.L’actionquenousallonsconsidé-
rerestla suivante.egf ÷ hbi � h � N � � õ  : hji 5Pk #=l � +-nm Ê(oÑ�qpü� ��N  6 h� ' +-S�-r o N �� ! < � GIH �c� H L
où h estle champdel’électronet N le potentieldu champélectrique.On peutvérifier quel’inté-
gralefonctionnellesurle champdephotonsN dela fonctiondepartitions � õ � ÷ h i � � ÷ hS� � ÷ N � ��t �nu ú v�w y v y x�û
conduità l’action suivante,écriteseulemententermedeschampsélectroniques,e ÷ hbi � hS� � º � y hji� 5Pz � ' C !-nm �6p 6 h � � +- º�{}| {!~ � !C ! h i{�� � h { h i{ ~_� � h { ~��
� GIH�� ���ML
où 2 { ~ � >�\�7� { ~ � 2���� ~t !U��v�� ���!U� . Le derniertermeest l’interaction de Coulombqui s’écrit dans
l’espaceréel

|��=� |�� ç |�� ç è � !�=� é ç ' ç è é h i ��ç � � �2h ��ç � � �2h i ��ç è � � �2h ��ç è � � � � GIH�� �zJML
Le passagede l’action GIH�� ���ML à l’action GIH�� � H L peut se faire à l’aide d’une transformationde
Hubbard-Stratonovich [70] qui consisteà introduireun champauxiliaire (ici N ) qui transforme
l’interactionquartiquedansleschampsh enuneinteractionquadratiqueen h et N .ÏÑÐ0� Ô�����ßàÙ�árÛ1Ü��7�0��â¶Û¶Õ��´Ù�ánÛ¶Ü���× ÕR�Iß¶ØäÙ�árÛ1Üñ×��9×�Ø�Ù�árâ¶×
 Z¡�¢£¡)¤ ¥"¦�§�¨�©.ª)«£¬=ª0W®9¯W°�®£° ©.±\²)¦�³£¦:²0±,´µ°P¬=¶£L³£¦Q±\«·«·²)ª2¸�¹£° ¦(±g¹q§Rº£§c¬$»�´µ¦Q°�²)¦�¨�¬$©=W®F§R¼«·¶Fg¬$W®F§

L’organigrammedela figure7.3 présenteunevuegénéralede la méthodeappliquéeaux fer-
mionscorrélés.Le point dedépartestuneactiondécrivantunethéoriequasi-libre,où leschampsN�Ì�Ì
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egf

(objet de l’étude) et uneaction
desuppressionquadratiquedépendantd’un paramètre , devant laquellel’action nueestnégli-
geablelorsque  É ¾ . Commeau paragrapheprécédent,l’action effective � estobtenuepar
la transforméedeLegendredela fonctiondecorrélationconnexe, et sonéquationd’évolution est
déduitepar dérivation par rapportau paramètre . Cetteéquationd’évolution estexacteet fait
intervenir les propagateursde l’électron et du photon,notés ¿YÀ et ¿ � respectivement.La solu-
tion decetteéquationfonctionnellen’étantpasaccessiblesansapproximation,nouschoisironsun
Ansatzpour � selonle développementdu gradient,commecelaa étéfait pour le champscalaire
(cf. équ.(7.11)).L’action (7.17)contientdeuxtypesdetermes,destermesfermioniques(avec h )
et destermesbosoniques(sansh ). L’équationd’évolution de l’action effective sesépareen une
partiefermioniqueet unepartiebosonique.En notantlesconstantesderenormalisationdela fré-
quence,de l’énergie cinétiqueet du potentielde l’électron par � � , � > , � > et cellesde l’énergie
cinétiqueetdupotentielduphotonpar � ! et � ! , l’approximationduchampdephotonshomogène
conduiraauxéquationsd’évolution desconstantesderenormalisation� � , � > , � > pour l’électron
et � ! pour le photon.L’équationd’évolution de la constantede renormalisation� ! du photon
ne seraobtenuequ’au deuxièmeordredansle développementdesfluctuationsdu champ N , car
la partiecinétiquedisparaîtà l’approximationdu champhomogène(commec’était le caspour �
avecle champscalaire).Leséquationsd’évolutiondesconstantesdecouplagesedéduisentensuite
aisément.

Pour testerla validité deséquationsainsi obtenues,nousvérifieronsanalytiquementque la
théoriedesperturbationsdu gazd’électronsestretrouvéeà l’approximationd’uneboucle.

L’organigrammenementionnepasdepartiefermioniquepourle développementdanslesfluc-
tuations.Celanesignifieévidemmentpasqu’elle n’existepas.Il y a bienunepartiefermionique
à cetordre,maisil n’estpasnécessairedes’enpréoccuperici. En fait, leséquationsd’évolution
desconstantesderenormalisationdérivéesdecettepartiefermionique,sontlesmêmesquecelles
obtenuesà partir de l’approximationdu champhomogène.Ceci doit toujoursêtrevrai pour que
la théoriesoit cohérente.En effet, commentpourrait-onobtenirplusieurséquationsd’évolution
pour unemêmeconstantede couplage? Si cettecohérenceinternede la théorien’est pasvéri-
fiée,alors la théoriepeutêtreabandonnée,car elle donnedeuxprédictionsdifférentespour une
mêmeconstantede couplage.Nousreviendronssur cettecohérenceplus loin et en particulierà
l’annexe I. Z¡�¢£¡AÁ ÂÃ¶£4ª-ÄJ³F¦Å²�Æ�±g¨�¬=ª0W®}³£¦Å§�¹£«F«·©=¦�§�§�ª0W®

L’action de suppressionest choisie de façon à supprimerles fluctuationsquantiquesdes
champsengendréespar l’interaction. Elle doit donccontenirun termequi contrôleles fluctua-
tionsdesélectronsetuntermepourcontrôlercellesdesphotons.Nouschoisissonsl’action initiale
suivante.e $9Ç hbi � h � N � � |  : hji 5 k # l �ÉÈ �  ! � � +-nm Ê o �qp � � ��N  6 h  ' +-��-r o N  � ! ' +-  ! N ! < �GIH�� P��ML
où È �  !~� estunefonctiondu paramètre ! et vérifieÈ � Ã � � + et Ê�Ë�Ì$(Í�Î È �  ! � �Ï¾ �
Connaîtrela forme exactede cettefonction n’est pasindispensable.Il faut simplementqu’elle

soit continueetdérivable.Parexemple,nouspouvonschoisir È �  !z� � + �  !RÐ m ! .N�Ì�Ñ
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Ùh i � k � � # l � � > Ê �o �(� > �ÖÙh 'JÚ %! �-r ÙN �x! ' � !�ÛQSR)T ��GIH�� ¡��~L© ldldmrX�Ü�WcoµU�VAWYX[ZË]�Tkjn³�U�o&lk³*X[oqX�ÓMpaZ*e ÙN ��� � � N �Ý H�� ¥ � ê
« U�mAVAWYe´gieamAo&WYX[ZdWYR)T*eÝEÞ � P§ X[Z�VAmAWàßdTdVAWYX[Z,]de.1/ Ç ¿�À � eaV¶]de .1/ Ç ¿ � �Ý H�� ¿ � ¥¬ ]deaZ�VAW_á�jzU�VAWYX[ZË]deF\VreamAoqeF\ª� � z ��â � � C !~��â� � + �Q¢R�T�U�VAWYX[Z*\0]?^	_a`MX[bcTdVAWYX[Zl�X[Tdm � �$â � > â � >QSR)T*\ GIH�� ¥�¡ML â GIH�� ¥�¥)L¶eaVGIH�� ¥�¿MLQ¢R�T�U�VAWYX[Z*\0]?^	_a`MX[bcTdVAWYX[Z]deF\1jFX[Z*\rVnU�Z�VreF\1]dejFX[Tdldb�UnÓMe ¹ � y � â ¹ > y �üeaV� > y �

« U�mAVAWYeßBX�\nX[ZdWYR�T*eÝ H�� ê � �§ X[Z�VAmAWàßdTdVAWYX[Z,]de.1/ Ç ¿YÀ � eaV1]de .0/ Ç ¿ � �Ý H�� ¿ � ¡¬ ]deaZ�VAW_á�jzU�VAWYX[Z,]deF\VreamAoqeF\ª� � + �
Q¢R�T�U�VAWYX[Zk]?^	_a`MX[bcTdVAWYX[ZlBX[TdmÑ� !QSR�T ��GIH�� ¥*�~LQSR)T�U�VAWYX[Z*\1]?^	_a`MX[bcTdVAWYX[Z]deF\1jFX[Z*\AVnU�Z�VreF\ª]dejFX[Tdldb�UnÓMe´� ! y �

Ò _a`MeabYX[ldl�eaoqeaZ�VÑ]*U�Z*\°bYeF\ã T*jaVAT�U�VAWYX[Z*\ÙN ��� � � N � � ¸ ��� �Ý H�� H« U�mAVAWYeß�X�\rX[ZdWYR)T*e
§ X[Z)VAmAWàßdTdVAWYX[Zf]de .1/ Ç ¿ � �eaV1]de .1/ Ç ¿ � �Ý H�� H�� P¬ ]deaZ)VAW_á�jzU�VAWYX[ZË]deF\°VreamAoqeF\� � C !~��â � � + �
QSR)T�U�VAWYX[Z*\1]?^	_a`MX[bcTdVAWYX[Zl�X[Tdm � ! â � !QSR)T*\ GIH�� ���~L°eaV GIH�� ��PMLQSR)T�U�VAWYX[Z*\1]?^	_a`MX[bcTdVAWYX[Z]deF\1jFX[Z*\AVnU�Z)VreF\1]dejFX[Tdldb�UnÓMe ¹ ! y �9eaV°� ! y �ëàì�íàî H�� ¡;ï � òôóFùa÷ôý öäiýÿø��fóaù�;P���Q�$iý�BFúdò û�ò�	à�����%�;�øzû�ò��N�Ì å
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Remarquonsquelesfluctuationsquantiquesduchampélectroniquenepeuventpasêtreélimi-

néesparun simpletermeen  !%h i h . Cetermes’ajouteraiteneffet aupotentielchimiqueet, par
conséquent,ferait diverger la densitéd’électronslorsque Éæ¾ . Or, lesdiagrammescontenant
desbouclesd’électrons,c.-à-d.décrivant les fluctuationsde l’électron, sontproportionnelsà la
densitéd’électrons.Un tel termen’élimineraitdoncpaslesfluctuations,aucontraire.Un termeen ! h i Ê h n’estpasacceptablenonplusparcequele développementdu gradienteffectuédansla
suiteestun développementenpuissancesde ç�è � � %!Ué 'êp etnonenpuissancesde �B! .

Le tableau4 indiquele typedediagrammesdeFeynmansupprimésparchacundestermesde
l’action de suppression.L’action de suppressionfermioniqueélimine les fluctuationsprovenant
desbouclesd’électrons(lignespleines)et l’action desuppressionbosoniqueélimine lesfluctua-
tionsprovenantdesphotons(lignesondulées).ë·ì4í�î ¥&ïÅ��ø�÷ô÷ròôóIödø���û=���Bùnòµò��]i÷Aò
�Mù�iýiø�� û)ò�óôú~öMö�÷ròôónó ýiø�� ò�àû�ý�����÷U���
�µòôó�û)òY`äò�î�� �Q���fóôú~öMö�÷ ý�����ôó�� © jaVAWYX[Zk]de�\ATdldldmreF\r\AWYX[Z Fï l�eF\¶]deD]�W�UnÓ�mnU�o&oqeF\ª\ATdldldmAWcoq_F\
ð eamAo&WYX[Z*\ 2  h i C È �  "! � ' + E C >!Ué Ê
oÑ�qp E h�
ñ X�\rX[Z*\ ' >! 2   Â!%NB!
Il est égalementpossiblede choisir desparamètresdifférentspour les deux typesd’action

desuppression.Il estcependantplus raisonnabledechoisir un seulparamètred’évolution car la
trajectoiredel’action effective enfonctiondeceparamètreestunesimpleligne,alorsquel’évo-
lution avecdeuxparamètrespossèdeuneinfinité detrajectoirespossiblesdansle plan formépar
cesdeuxparamètres(voir figure7.4). Il estd’ailleurspossiblequel’action évolueversdifférents
pointsfixesselonla trajectoireempruntée.
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Les relationsécritesci-dessoussonttout à fait généraleset peuvent êtreretrouvéesdansles
ouvragesdethéoriedeschamps[60, 70]. Nouslesécrivonsexplicitementcarlessignesou la pré-
senced’un facteur

k
peuventchangerselonlesconventionschoisies.La fonctionnellegénératriceN�Ì]ü
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desfonctionsdecorrélations’écrits Ç ý i � ý �_þ � � � t�ÿ�� � w y � y ��� � | � Ç hjix� � Ç hS� � Ç N � ��t � ��� � v�w y v y x � � � w�� v � vPw�� � � � � x � � GIH�� P��~L
où 4 estla fonctionnellegénératricedesfonctionsdecorrélationconnexes.La valeurmoyenne
deschampsh , h i et N est obtenuepar dérivation fonctionnellepar rapportaux sourcesde la
fonctionnelle4 .� 4 Ç ý i � ý �_þ �� ý i ��� � � ' ks Ç ý i � ý �_þ � �� ý i ��� � s Ç ý i � ý �_þ �� +s Ç ý i � ý �_þ � | � Ç h i � � Ç hS� � Ç N ��h ��� � � t � � � vPw y v y x � � � w�� v � v�w	� � � � � x �� ��h ��� � � � w y � y � � Ùh ��� � � GIH�� P�P�UML
De la mêmefaçon � 4 Ç ý i � ý �_þ �� ý ��� � � ' ��hji ��� � � � w y � y � � ' Ùhji ��� � � GIH�� P�Pnß�L
et � 4 Ç ý i � ý �_þ �� þ ��� � � � N ��� � � � w y � y � � ÙN ��� � � GIH�� P�P[j~L
La fonctionnellegénératricedesvertex propres,notée � , estobtenuepar transformationde Le-
gendrede 4 . � Ç Ùhji � Ùh � ÙN � � 4 Ç ý i � ý �_þ � ' � ý i 
 Ùh � Ùhbi 
 ý � þ 
 ÙN � � GIH�� P�¡ML� estl’action effective quenousallonsétudier. Cetterelationimplique� �� Ùh ��� � � ý i ��� � � � �� Ùh i ��� � � ' ý ��� � � � �� ÙN ��� � � ' þ ��� � � GIH�� P�¥)L

Nousmontronsmaintenantquela fonctiondecorrélationconnexe 4 t !rv estl’inverseduvertex
propre� t !rv enutilisantle fait quela dérivéefonctionnelled’unefonctionnelle
 Ç ý i � ý �_þ � s’écrit� 
� Ùh ��� � � | s � � 
� ý i �� � � ý i �� �� Ùh ��� � � � 
� ý �� � � ý �� �� Ùh ��� � � � 
� þ �� � � þ �� �� Ùh ��� ���� | s � � 
� ý i �� � �� Ùh ��� � � �� Ùh �� � ' � 
� ý �� � �� Ùh ��� � � �� Ùh i �� � ' � 
� þ �� � �� Ùh ��� � � �� ÙN �� � � �
 esttouràtourremplacéepar Ùh i ��� � , Ùh ��� � , ÙN ��� � récritsentermede 4 grâceauxéquations(7.22).
Parexemple,dansle casoù 
 � Ùh ��� � , il vient�  y � � � Ùh ��� �� Ùh ��� � � �� Ùh ��� � : � 4� ý i ��� � <� ��� ����| s � � !~4� ý i �� � � ý i ��� � � !F�� Ùh ��� � � Ùh �� �' � ! 4� ý �� � � ý i ��� � � ! �� Ùh ��� � � Ùh i �� � ' � ! 4� þ �� � � ý i ��� � � ! �� Ùh ��� � � ÙN �� � � �N�Ì��
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Lesdérivéesfonctionnellesdecestrois quantitéspar rapportà Ùh i ��� � , Ùh ��� � , ÙN ��� � sontcalculées
dela mêmefaçonet les9 équationsobtenuess’écriventsousla formematricielle

| s������ ' 4 t !rv� w} � { 4 t !rv� w} � w{ ' 4 t !rv� w} � {4�t !rv� } � { ' 4�t !rv� } � w{ 4ut !rv� } � {4�t !rv� } � { ' 4�t !rv� } � w{ ' 4ut !rv� } � {
����� ����� �St !rv!v w

{ !v w ��t !rv!v w{ !v ww ' ��t !rv!v w{ !x }� t !rv!v { !v w � t !rv!v { !v ww ' � t !rv!v { !x~w��t !rv!x { !v w �St !rv!x { !v ww ��t !rv!x { !x w
����� � �  y � 
#" � GIH�� P�¿ML

L’écrituredecetteéquationmatricielledansl’espacedeFouriersemetsousla forme| � 4 t !rv �� > � � � � t !rv ��� � � ! � � � s�$ y s % � º { 4 t !rv � � > � Æ � � t !rv � Æ � � ! � � � �%$ y � % � GIH�� P�êML
Cetteéquationrelie les fonctionsde Greenconnexes 4 t !rv auxvertex propres� t !rv et généralise
l’équation(7.10)du casscalaire.La matrice 4 t !rv estl’inversede � t !rv . Z¡�¢£¡�¢ &8úWW²)¹£¬=ª0W®J³£¦É²�Æ�±g¨�¬=ª04®û¦('<¦]¨�¬$ª0úW¦)+*-,/.1032�0*4,50�,6072�08:9;

La fonction de partition (7.21) et la transformationde Legendre(7.23) permettentd’écrire
l’équationsuivantepourl’action effective � .� t=<>� !v w y !v y !x � �Ï| � Ç h i � � Ç hS� � Ç N � � t � � � � v w y v y x � � � w � t v � !v v � t v w � !v w v � � � � � t x � !x v � � GIH�� P H L
Dansla limite  É ¾ , le membrededroitedevient unegaussiennetrèspiquéeauxvaleursdes
champs Ùh i , Ùh et ÙN . Un développementpar la méthodedu col autourde cesvaleurs,à l’ordre 0,
conduità l’égalité � Ç Ùh i � Ùh � ÙN � � e $ Ç Ùh i � Ùh � ÙN � pour  �Ï¾ � GIH�� P$�ML
Lorsque diminue,lesfluctuationsautourducol,engendréesparla présencede

egf
dansl’actione $

, augmentent.Pour  grand,
e f

peutêtretraitéecommeun termedeperturbation.Quand 
atteint0, l’action desuppressionestnulle et le systèmephysiqueestdécritparl’action nue.?A@CB 8>2�03*-,5.EDGFIH4*-9 B 2�0*4,

Nousétablissonsmaintenantl’équationd’évolution del’action effective � enfonctiondu pa-
ramètre "! . De l’équation(7.23),il vient# $&% � Ç Ùhji � Ùh � ÙN � � # $&% 4 Ç ý i � ý �_þ � � GIH�� P�JML
L’équationd’évolution de � sedéduitdoncdecelledela fonctiondecorrélationconnexe 4 qui
s’obtientàpartir dela fonctiondepartition(7.21)dela façonsuivante.# $&% 4 Ç ý i � ý �_þ � � ' k � � t�ÿ # $&% � t�ÿ� � � t�ÿ | � Ç hbix� � Ç hS� � Ç N � | KJ È è �  ! �2hji ��� � Ê �o h ��� � ' +- N ��� � !�LM ��t � � � v w y v y x � � � w � v � v w � � � � � x �� È è �  ! � .1/ ��h i ��� � Ê �o h ��� � � � w y � y � ' +- .1/ � N ��� � ! � � w y � y � �N�ÌON
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où È è � # $&% È et la notation Ê �o signifie Ê(o Ð -nm �qp . L’évolution dela fonctionnellegénératrice
desfonctionsdecorrélationconnexess’écrit enfonctionde la trace( .1/ ) desfonctionsdeGreen
de l’électron ��h i ��� �2h ��� � � � w y � y � et du photon � N ��� � !�� � w y � y � en présencedessources.L’écriture
explicite entermesdesfonctionsdeGreenconnexes(propagateurs)donne# $&% 4 Ç ý i � ý �_þ � � +s Ç ý i � ý �_þ � | KJ È è �  ! � �� ý ��� � Ê �o �� ý i ��� � � � !� þ ��� � ! L � t�ÿ�� � w y � y ���� k È è �  ! � |  �� ý ��� � Ê �o � 4 Ç ý i � ý �_þ �� ý i ��� � �ÉÈ è �  ! � |  � 4 Ç ý i � ý �_þ �� ý ��� � Ê �o � 4 Ç ý i � ý �_þ �� ý i ��� �� k- |  � !�4 Ç ý i � ý �_þ �� þ ��� � ! ' +- |  5 � 4 Ç ý i � ý �_þ �� þ ��� � 6 ! �
Finalement,l’équationd’évolution del’action effective s’écrit# $&% � Ç Ùhji � Ùh � ÙN � � ' k È è �  ! � .1/ Ç ç è 4 t !rv� y � w � '6È è �  ! � .0/ Ç ç è&Ùhji4Ùh¢� � k- .1/ Ç 4 t !rv� y � � ' +- .1/ Ç ÙN ! � �GIH�� ¡��ML
où ç è � C !�Ð -nm ' p mesurel’énergie cinétiquede la particulepar rapportau niveaude Fermip �3£ !� Ð -nm et la trace( .1/ ) s’écrit � � dansl’espacedeFourier. Cetteéquationdifférentielledoit
êtrerésolueaveclesconditionsinitialesfixéesparl’égalité (7.28). Z¡�¢£¡3P ¥"°PúW¦]²0Ö«·«^¦�´µ¦�®4¬Ø³£¦Å²�Æ�±g¨�¬=ª04®û¦('<¦]¨�¬$ª0úW¦

Commedansles paragraphes7.1 et 7.2, l’équation d’évolution (7.30) est exacte,mais il
n’existe pas(encore)d’outils pour la résoudre.Il faut alorsutiliser un Ansatzpour l’action ef-
fective.L’Ansatzchoisidoit contenirtouslestermesquenoussupposonsimportantspourla com-
préhensiondela physiquedusystème.

Pourtenir comptedel’interactioncoulombienne,nouschoisissons� Ç Ùh i � Ùh � ÙN � � |�� � ×
Ùh i ��� � � k � � � ÙN ��� �A� #=l � � > � ÙN ��� �A� Ê �o � � > � ÙN ��� �A�A� Ùh ��� �' +-�� ! � ÙN ��� �A� �-r ÙN ��� �A� ! ' � ! � ÙN ��� �A� Û � GIH�� ¡��~L
Lesfonctions � t (

k �"Ã � + � - ) et � � (
ý � + � - ) sontexpriméessousformedepolynômedu champ

dephotonsÙN ��� � .� � � ÙN � � + � Îº� � � +¼�½ ¹ � y � �  ! � ÙN � � > � ÙN � � Îº� � > +¼�½ � > y � �  ! � ÙN �� > � ÙN � � È �  ! � � Îº� � � +¼�½ ¹ > y � �  ! � ÙN � � ! � ÙN � � +-  ! ÙN ! � ºQ
pair�SR ! +¼�½ � ! y � �  ! � ÙN �� ! � ÙN � � + � Îº� � � +¼�½ ¹ ! y � �  ! � ÙN � � GIH�� ¡�PML
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Le terme � ! � ÙN ��� �A� estdéveloppéenpuissancespairesdu champ ÙN ��� � .

En effet, les puissancesimpairesn’apparaissentpas; le théorèmedeFurry
[45] assureque seul un nombrepair de photonspeut se connecterà une
boucleélectronique(voir parexemplela figureci-contreou le tableau4).

Entouterigueur, l’actioneffectivevérifiantl’équationd’évolution(7.30)
comprendtouslesordresdanslesdérivéeset lespuissancesdeschamps Ùh ,Ùh i et ÙN . En tronquantcetAnsatzàuncertainordredanslesdérivées(développementdugradient),

nousnégligeonstouslestermesd’ordresupérieurpouvantêtreengendrésparl’évolution del’ac-
tion effective: l’évolutiondestermesd’ordresupérieuràceuxapparaissantdans(7.31)nepeutpas
êtrepriseencomptepuisqu’ilspeuventapparaîtredansle membrededroitedel’équation(7.30),
mais jamaisdanscelui de gauche.Le développementdu gradientfait donc l’hypothèsequeles
termesnégligéssont inessentiels,c.-à-d.que les constantesde couplageassociéesà cestermes
deviennentnégligeableslorsque É Ã .

Lestermesnonconnexes .1/ Ç ÙN !ô� et .1/ Ç ç�è Ùh i Ùh¢� dansl’équation(7.30)sontcompenséstriviale-
mentlorsquel’action effectivedumembredegaucheestdéveloppéeenutilisantlesrelations(7.32)
pour � > et � ! . Il estpossibledesedébarrasserdecestermesinutilesendéfinissant�UT> � � > 'qÈ �  ! � et � T! � � ! ' +-  ! ÙN ! �
L’équationd’évolution (7.30)del’action effective s’écrit alors

# $&% � T Ç Ùh i � Ùh � ÙN � � ' k È èi�  ! � .1/ Ç ç�è*4 t !rv� y � w � � k-�.1/ Ç 4 t !rv� y � � � GIH�� ¡�¡ML
où � T estl’Ansatz (7.31)danslequel � > et � ! sontremplacéspar � T> et � T! . Lestermes� T> et � T!
n’apparaissentquedansle membredegauchedecetteéquation.Le membrededroitecontientles
constantesderenormalisation� > et � ! .

Dansle casde la théoriescalaire[6], la tracedu propagateurdu champdans GIH�� JML s’écrit
simplementcommela tracedel’inversedela fonctiondevertex duchamp� ..1/ Ç 4ut !rv� y � � � .1/ 8�: � ! �� � � � < � > @ �
Cetterelationsimpleprovenaitdel’identité (7.10).Ici, le propagateur4 t !rv� y � n’estpassimplement

l’inversede � t !rv!x�y !x , maisun élémentdematricedel’inversede � t !rv . Lespropagateursdel’électron
et du photons’obtiennenten inversantla matricedesvertex propresde l’équation(7.25).Cette
inversionserafaiteauxparagraphes7.5.2à l’approximationduchamphomogèneet 7.7.2lorsque
le champdephotonscontientdesfluctuations. Z¡�¢£¡3V W9«F«·©=�Ä£ª2´ø±ä¬=ª04®û³F¹ ¨�¶£±g´µ« °�²0¦]¨�¬�©.W§c¬�±ä¬=ª)¸�¹F¦ê¶£W´µÖ¯W»�®£¦

Nous explicitons maintenantle membrede gauchede l’équation (7.33), puis dansle para-
graphe7.6,nousprocéderonsà l’identification desdeuxmembresdel’équation.À cetordredansN�Ì�¦
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le développementduchampdephotons( ÙN ��� � � N � ), l’expressiondel’action effectiveestsimple-
ment

� T Ç Ùh i � Ùh � N �ô� �û| � � × Ùh i ��� � � k � � #=l � � T> Ê �o � � > �ÖÙh ��� � ' � T! Û �
cequi conduitaussitôtà

# $ % � T Ç Ùh i � Ùh � N � � � º={ Ùh i � Æ � � # $ % � � z { ' # $ % � T> ç � � # $ % � > � Ùh � Æ � ' å . # $ % � T! � GIH�� ¡�¥)L
Lorsquela dépendanceen ÙN desconstantesdecouplages� t et � t estomise,noussous-entendons
quecesconstantesdecouplagesontévaluéespourle champhomogèneÙN � N � . À cetteapproxi-
mation,lesseulesconstantesderenormalisationqui obéissentàuneéquationd’évolution sont � � ,� > , � > et � ! . Nousn’avonspasd’informationsurl’évolution de � ! puisquela partiecinétiquedu
photonestnulle ( r ÙN � r N � �»Ã ).

Dansla suite,nouschercheronsà écrireles fonctionsdeGreenconnexesdu photon 4ut !rv� y � et

del’électron 4 t !rv� y � w àpartir decetAnsatz.

ÏÑÐ�X Y ��â¶×�ÕnÛ[ZKZ9×]\ ×�Ü0Ù6�;×�Ý^Z;Ú�Û[Z ß`_¶ßàÙ�×L�;Ú�Ýê��×(Õc�0��Õr×�ØäÙ�Ú�Û¶Ü ×�Ù6� �aZcb�ÛedÙ�Û1Ü
Dansleparagrapheprécédent,nousavonsobtenul’expressiondumembredegauchedel’équa-

tion (7.33); nousexplicitons ici le membrede droite.Les différentspropagateurss’obtenanten
inversantla matricedesdérivéesfonctionnellesde l’action effective apparaissantdansl’équa-
tion (7.25),nousdevons dansun premiertempscalculerles élémentsde cettematriceà l’aide
de l’Ansatz (7.31). Puis,dansla section7.5.2,nousinverseronsla matriceainsi obtenueen la
développantautourdesadiagonaleà l’approximationdu champhomogène.Lespropagateursdu
photonetdel’électronenserontdéduitsdanslesparagraphessuivants.

 Z¡3P�¡)¤ ¥"° ©.ª0úW° ¦�§gf!4®F¨�¬=ª0W®·®£¦�²2²0¦�§7³F¦Å²�Æ�±g¨�¬=ª0W®J¦('<¦�¨�¬=ª-ú4¦
La matricedesvertex propresde l’équation(7.25) fait apparaîtreles dérivéesfonctionnelles

de l’action effective du type h % <>� !v w y !v y !x �h !v w t s�$ v h !v t s % v . Cesdérivéesfonctionnellessont notéessimplementN�Ñ�Í



H�� ¿ � Ò _a`MeabYX[ldlBeaoqeaZ)V0]deF\1ldmrX[l�UnÓ�U�VreaTdmr\1]deDbI^	_abYeFjaVAmrX[ZfeaV¶]�TÎld³*X[VrX[Z�St !rv!v w $ y !v % . Les9 élémentsdela matrice� t !rv s’écriventenutilisantl’Ansatz (7.31)�St !rv!v w $ y !v % � ' |  � s�$ y  J k � � � ÙN ��� �A� #.l � � > � ÙN ��� �A� Ê �o � � > � ÙN ��� �A� L �  y s % �� t !rv!v $ y !v % � � t !rv!v w $ y !v w% �ÄÃ �� t !rv!v $ y !v w% ��|  � s % y  J k � � � ÙN ��� �A� # l � � > � ÙN ��� �A� Ê �o � � > � ÙN ��� �A� L �  y s�$ ���t !rv!v $ y !x % � ' |  �  y s % Ùh i ��� � J k � t > v� � ÙN ��� �A� #=l � � t > v> � ÙN ��� �A� Ê �o ��� t > v> � ÙN ��� �A� L �  y s�$ ���t !rv!x $ y !v % � ' |  �  y s�$ Ùhbi ��� � J k � t > v� � ÙN ��� �A� #=l � � t > v> � ÙN ��� �A� Ê �o ��� t > v> � ÙN ��� �A� L �  y s % ��St !rv!v w $ y !x % ��|  � s�$ y  �  y s % J k � t > v� � ÙN ��� �A� #.l � � t > v> � ÙN ��� �A� Ê �o � � t > v> � ÙN ��� �A� L Ùh ��� � �� t !rv!x $ y !v w% � |  � s % y  �  y s�$ J k � t > v� � ÙN ��� �A� #.l � � t > v> � ÙN ��� �A� Ê �o � � t > v> � ÙN ��� �A� L Ùh ��� � � GIH�� ¡�¿ML
et �St !rv!x $ y !x % ��| ji Ùhji ��� � �  y s�$ �  y s % J k � t !rv� � ÙN ��� �A� #.l � � t !rv> � ÙN ��� �A� Ê �o � � t !rv> � ÙN ��� �A� L Ùh ��� �' +- �  y s�$ �  y s % � t !rv! � ÙN ��� �A� �-r o ÙN ��� �A� !� r o �4k �  y s�$ � t > v! � ÙN ��� �A� r o ÙN ��� �ml �  y s % � r o �4k �  y s % � t > v! � ÙN ��� �A� r o ÙN ��� �ml �  y s�$' Ç Ê
o � ! � ÙN ��� �A� � �  y s % � - r o � ! � ÙN ��� �A� � r o �  y s % � � ! � ÙN ��� �A� Ê
o �  y s % � �  y s $� � ! � ÙN ��� �A� Ê
o �  y s�$ � �  y s % ' �  y s�$ �  y s % � t !rv! � ÙN ��� �A�on �
où � t � vt � ÙN ��� �A�S� � � � t � ÙN ��� �A�� ÙN � ��� � et � t � vt � ÙN ��� �A�S� � � � t � ÙN ��� �A�� ÙN � ��� � �
Commecelaa étéfait auparagraphe7.2, l’approximationqui va suivre consisteà développerle
champdephotonsautourd’unevaleurconstante.Le champdephotons ÙN ��� � estla sommed’un
champhomogèneN � et defluctuationş ��� � .ÙN ��� � � N � � ¸ ��� � �
Les fluctuationş ��� � sontsupposéesfaibles,ce qui permetde faire un développementen puis-
sancesdel’amplitudedesfluctuations.Danslesparagraphessuivants,le développementestarrêté
à l’approximationduchamphomogène,c.-à-d.à l’ordre 0 danslesfluctuations,afindel’identifier
à l’équation(7.34). Z¡3P�¡AÁ pc®4úW¦ ©�§nª)W®ù³£¦É²0±ø´ø±ä¬$©.ª2¨�¦ê³£¦�§ÔúW¦ ©$¬$¦PÄJ«F©=Ö«·©=¦�§

Le champ ÙN ��� � estchoisi tel que ÙN ��� � � N ��q � dansles expressions(7.35).La matricedes� t !rv s’écrit,dansl’espacedeFourier, � t !rv Ç N � � � � d
� � nd

� GIH�� ¡�êMLN�Ñ�N
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où � d estla partiediagonale� d � �� ' �I� � z > ' � > ç�èSr � � > � Ã ÃÃ � � z > ' � > ç�è r � � > ÃÃ Ã ' �I� ! C ! > � � t !rv! � � � �%$ y � % GIH�� ¡ H UML
et � nd la partienondiagonale � nd � �� Ã Ã �Ã Ã �� 5 >

� � GIH�� ¡ H ß�L
Lesélémentsdela matrice� nd sontdonnésdansl’espacedeFourierpar� �%$ y � % � 'ts å . | { Ùh i � Æ � �I� t > v� z � % ' � t > v> ç èvu �(� t > v> � � { � �%$ � � %

5 �%$ y � % � s å . | { �I� t > v� z { ' � t > v> ç � � � t > v> �\Ùh � Æ � � { � �%$ � � %
> �%$ y � % � å . | { $ | { % Ùh i � Æ > � �I� t !rv� z { % ' � t !rv> ç � u � � t !rv> � Ùh � Æ ! � � { % ��{ $ � �v$ � � %� � $ y � % � s å . | { Ùhbi � Æ � �I� t > v� z � $ ' � t > v> ç�èSr � � t > v> � � { � � $ � � %� �%$ y � % � ' s å . | { �I� t > v� z { ' � t > v> ç � �(� t > v> � Ùh � Æ � � { � �%$ � � % � GIH�� ¡ H j~L

Lesfonctionsdecorrélationconnexessontobtenuessousformedesériegrâceàundéveloppement
autourdela matricediagonale.4 t !rv � k � t !rv l � > � � � >d

' � � >d � nd� � >d
� � � >d � nd� � >d � nd� � >d

' 
F
F
 � GIH�� ¡$�ML
Cettesérieesttronquéeau 2eordredans � nd car les ordressupérieurscontiennentau minimum
troischampsfermioniqueset leurévolution n’estpaspriseencomptedansl’équation(7.33). Z¡3P�¡Aõ Â:W®4¬$©.ªxwb¹L¬=ª04®J³·¹J«·©=Ö«·±ä¯W±]¬$¦�¹F©�³F¹ù«b¶£g¬$W®

L’inversedela partiediagonalede � t !rv donnelespropagateursÀ À renormalisésÁ Á del’électron
et du photon.Le propagateurdu photon 4 t !rv� y � estdonnépar l’élémentde matricede la dernière
ligneet dernièrecolonnedela matricedesfonctionsdeGreenconnexes.Satraceesty' .1/ Ç 4 t !rv� y � � � º � +� ! C ! � � t !rv! ' º � > � y ��I� ! C·� � t !rv! � !' º � º � ~ � � y � ~�I� ! C ! � � t !rv! � ! � � ~ y �� � z � ~ ' � > ç è ~ � � >� º � º � ~ 5 � y � ~�I� ! C ! � � t !rv! � ! � � ~ y �� � z � ~ ' � > ç è ~ � � >� º � º � ~ > � y � ~�I� ! C ! � � t !rv! � ! > � ~ y �� � z � ~ ' � > ç è ~ � � > �z|{~}O���x�����x���~�S����� %����� �������%�	�m�	� � ��� �����o�������~���K��� � ���e� �¡ `� � � �����A� � %�� �����G¢ £�¤|� � �x���~��¥7¦|{ §�¨~©ª�¬«7=®�4��� %��� � �°¯�±��� %����� � { N�ÑBÌ
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Explicitantlesvariables�&5£> , � et � , la tracedu propagateurdephotons’écrit.1/ Ç 4 t !rv� y � � � ' º � +� ! C ! � � t !rv! i + ' | { Ùh i � Æ � �I� t !rv� z { ' � t !rv> ç � �(� t !rv> �ÖÙh � Æ �' | { Ùh i � Æ � �I� t > v� z { ' � t > v> ç � �(� t > v> � �I� t > v� � z � � z { � ' � t > v> ç è � � ��� t > v> �� � � z � � z { � ' � > ç�è � � � � > Ùh � Æ �' | { Ùh i � Æ � �I� t !rv� z { ' � t > v> ç � �(� t > v> � �I� t > v� � z � ' z { � ' � t > v> ç�è � � ��� t > v> �� � � z � ' z { � ' � > ç�è � � � � > Ùh � Æ �� � �A� Ùhji4Ùhà� ! � n �7GIH�� ¡�JML
Nousavonsainsiobtenuunepartiedu membrededroitedel’équation(7.33).Lestermesd’ordre� Ùh i Ùh¶�x! sontnégligéscarils nesontpasprisencomptedansl’Ansatz(7.31)etn’apparaissentdonc
pasdansl’équation(7.34). Z¡3P�¡�¢ Â:W®4¬$©.ªxwb¹L¬=ª04®J³·¹J«·©=Ö«·±ä¯W±]¬$¦�¹F©�³£¦Å²�Æ�°]²0¦�¨�¬$©=W®

De la mêmemanière,le développement(7.38)donnepourle propagateurdel’électron' 4 t !rv� y � w � +� � z �%$ ' � > ç�è r � � > � �%$ y � %' º � ~ +� � z �%$ ' � > ç è r ��� > � �%$ y � ~ +� ! C è ! � � t !rv! 5 � ~ y � % +� � z � % ' � > ç èvu � � > �
Defaçonexplicite, la tracedu premiertermedu membrededroitedel’équation GIH�� ¡�¡ML s’écrit' .1/ Ç ç�è*4ut !rv� y � w � � º � ç�è� � z � ' � > ç è � � >' | { Ùhbi � Æ � �I� t > v� z { ' � t > v> ç � � � t > v> �ÖÙh � Æ �M º � ç è � t > v� z � ' � t > v> ç�è � � t > v>�I� � z � ' � > ç�è � � > � ! �I� ! � C·�t² � ! � � t !rv! � �7GIH�� ¥��MLÏÑÐm³ ´µZcZ;Ú�Û·¶´á¸\ ßàÙBárÛ¶Üæ� �ñØ-b�ß�\¹Zºb;Û�\ Û�_`»�Ü;×

Nousidentifionsici lesdeuxmembresdel’équationd’évolution del’action effective à l’aide
deséquations(7.34),(7.39)et(7.40).Danscesexpressions,il y adeuxtypesdetermes: lestermes
bosoniquesqui sontdesnombresusuels(indépendantsde Ùh ), et lestermesfermioniquesqui sont
desvariablesdeGrassmann(dépendantsde Ùh ). Chaquecôtédel’équation(7.33)peutêtreséparé
enunepartiebosoniqueet unepartiefermionique. Z¡3V�¡)¤ Â:W®·§R¬$±g®4¬$¦�§�³F¦q©.¦�®£Ö©�´ø±g²2ª)§n±ä¬$ª)W®û³·¹ù«·¶Fg¬$W®

L’identification destermesbosoniquesde l’équation (7.34) avec les termesbosoniquesdes
équations(7.39)et (7.40)selonla relation(7.33)conduità l’équationd’évolution dela constanteN�Ñ]Ñ
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derenormalisation� ! à l’approximationdu champhomogène# $&% � T! � ' k È è �  ! � | � ç è� � z � ' � > ç�è � � > � k- | � +� ! C ! � � t !rv! � GIH�� ¥*�~L
Lesfonctions � t et � t sontensuiteexpriméessousformedepolynômesduchampdephotonsho-
mogèneN � selonlesnotations(7.32)pourobtenirunensembled’équationsauxdérivéespartielles
couplées.À cetteapproximation,nousdevonsposer� ! � + caril n’y apasd’équationd’évolution
pour � ! (cf. (7.34)).

Lesconstantesdecouplages’obtiennentpardérivationde � T! parrapportà ÙN .� ! y � � � T t � v! � ÙN �ÄÃ � � GIH�� ¥�PML Z¡3V�¡AÁ Â:W®·§R¬$±g®4¬$¦�§�³F¦q©.¦�®£Ö©�´ø±g²2ª)§n±ä¬$ª)W®û³F¦q²�Æ�°�²)¦�¨�¬$©=W®
L’identificationdestermesfermioniquesdeséquations(7.34),(7.39)et (7.40)estfaiteexpli-

citementdansl’annexe J et conduitauxéquationsd’évolution desconstantesderenormalisation� � , � > et � > .
La constantederenormalisationdel’énergie � � à l’approximationdu champhomogènes’ob-

tientenregroupantleséquations(J.3)et (J.6).# $&% � � � k- | � � t !rv��I� ! C ! � � t !rv! � !' +- � ! � t > v��0!� | ¤~¼� ½ ! � ½ �I� t > v� � > ' � � � t > v> � ç�è ' �I� t > v� ' � �~� � t > v>Ç � ! � ½ ! � £ � ! � �(� t !rv! � ! ' � � !! ½ ! £ � !��È è �  ! � J � t > v� L !-nm �1!� | � C� - � ��¾ C !� ! C ! � � t !rv! � GIH�� ¥�¡ML
L’évolution dela constantederenormalisationdela partiecinétiquedel’électron � > estobte-

nueà l’aide deséquations(J.4)et (J.7).# $&% �UT> � k- | � � t !rv>�I� ! C ! � � t !rv! � !' +- � ! �0!� | ¤�¼� ½ ! � ½ �I� t > v� � > ' � � � t > v> � ç�è ' �I� t > v� ' � �z� � t > v>Ç � ! � ½ ! � £ � ! � � � t !rv! � ! ' � � !! ½ ! £ � !M i � t > v> � � m � ! � t > v> � ! � £ !� ' ½ !~� � � t !rv!Ç � ! � ½ ! � £ � ! � � � t !rv! � ! ' � � !! ½ ! £ � ! n�YÈ èÿ�  ! � � t > v�� !� | � C� - � � ¾ +� ! C ! � � t !rv! 5 � t > v> C !-nm ' � t > v> 6 � GIH�� ¥�¥)LN�Ñ�å
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Enfin, l’évolution de � > s’écrit à l’aide deséquations(J.5)et (J.8)# $&% � > � È è �  !~�-nm � !� | � C� - � � ¾ � t > v� � t > v> C !� ! C ! � � t !rv! � k- | � � t !rv>�I� ! C ! ��� t !rv! � !' � t > v>- � ! � !� | ¤~¼� ½ ! � ½ �I� t > v� � > ' � � � t > v> � ç�è ' �I� t > v� ' � �~� � t > v>Ç � ! � ½ ! � £ � ! � �(� t !rv! � ! ' � �0!! ½ ! £ � ! � GIH�� ¥�¿ML Z¡3V�¡Aõ Â:W®·§R¬$±g®4¬$¦�§�³F¦Å¨�4¹£«·²)±\¯Ö¦q³F¦É²�Æ�°�²)¦�¨�¬$©=W®
Leséquationsdeflot pourlesconstantesdecouplagedel’électrons’obtiennentàpartir deces

équationsd’évolution desconstantesderenormalisation,donnéesen(7.43),(7.44)et (7.45).Ces
trois équationsd’évolution jouentle rôle degénératricespour les fonctionsdeCallan-Symanzik.
Lesdifférentesfonctions� desélectronss’obtiennenteneffet par� À� �  ! ���  ! # $ % � > y � �  ! # $ % � t � v> � GIH�� ¥�êML
où l’exposant� différenciecesfonctions� associéesauxélectronsdecelleassociéesauxphotons.
Les fonctionsde Callan-Symanzikpour la fréquence,̧ À� , et pour l’énergie cinétique, ¾ À� , sont
égalementgénéréesparleséquationsd’évolution desconstantesderenormalisation.¸ À� �  ! ���  ! # $ % ¹ � y � �  ! # $ % � t � v� � GIH�� ¥ H L
et ¾ À� �  ! �S�  ! # $&% ¹ > y � �  ! # $&% � T t � v> � GIH�� ¥.�ML

En pratique,l’ensembledeceséquationsdifférentiellesdoit êtretronquéà unevaleurfinie de¼ pourpouvoir traitercesystèmed’équationsdefaçonnumérique. Z¡3V�¡�¢ W9«F«·©=�Ä£ª2´ø±ä¬=ª04®À¿ø²�Æ�Ö©.³F©=¦Å³<Æ ¹·®£¦�w^W¹F¨P²)¦)+*-,/Á|2|8:,-2|;SÁ�.6;�ÂI* B/Ã 98(Ä�;Å. BÆÃ6Ç *:2|*-,
L’approximationd’uneboucleconsisteà remplacerlesdifférentesconstantesdecouplageap-

paraissantdansle membrede droite de l’équation(7.41)par leur valeur initiale. Dansla procé-
durehabituelledu groupederenormalisation,cetteapproximationestappeléeapproximationdes
modesindépendants.Le couplagedesdifférenteséquationsdifférentiellesesteneffet négligéet
chaqueéquationdevient indépendante.La conditioninitiale pour l’action effective est � � e $

.
Parconséquent,lesvaleursinitialesdesconstantesderenormalisationsont� � � + � � > � È �  !z� � � > � ��N � � GIH�� ¥�JML� ! � + � � ! �  ! N !� � GIH�� ¿��ML
Il s’ensuitquel’équationd’évolution desconstantesdecouplages’écrit,à l’approximationd’une
boucle,# $ % � ! y � � # �# N � � � ' k È è �  ! � | � ç�èz � '6È �  ! � ç�è � ��N � � k- | � +C ! �  ! � � GIH�� ¿��~LN�Ñäü
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À cetordre,le propagateurduphotonestindépendantduchampN � etdonnedoncunecontribution
nulle ( ¼ÉÈ -

). Pour le calcul du propagateurde l’électron, l’intégration sur l’énergie est faite
en premierà l’aide du théorèmedesrésidus.Rappelonsquele propagateurde l’électron s’écrit
[66, 70]

Ê�Ë�Ìl Í �~Ê � � t �oË lz � ' è %!Ué �qpü� k � � � Ê Ë�Ìl Í �~Ê i Ì � £ � ' ���z � ' è %!Ué �qph' k � � Ì � � ' £ � �z � ' è %!Ué �qpü� k � n � � t �oË l � GIH�� ¿�PML
où £ � � s -nm p et � � estunequantitéinfinitésimalepositive lorsquel’impulsion ½ estaudessus
duniveaudeFermi £ � etnégativesinon.L’exponentielleestintroduitepourassurerlaconvergence
de l’intégrale lors du calcul de la tracedu propagateur(pour obtenirle nombretotal d’électrons
parexemple).Elle imposele choixducontourd’intégrationdansle demi-plansupérieuretannule
la contribution du demi-cercle.Cetteexponentiellen’est pasnécessairelorsquel’on a affaire à
un produit de propagateurs,puisqueles puissancesde

z �
dansle dénominateursontsuffisantes

pour assurerla convergence.L’évaluationde la tracedu propagateurde l’électron apparaissant
dansl’équationd’évolution(7.51)nécessitela présencedecetteexponentiellerégularisatrice(voir
aussile propagateurdu § 6.1.1).

Ê�Ë�Ìl Í �~Ê | � C� - � ��¾ | � z- � ç�èd� � t �oË lz � '6È �  ! � ç�è � ��N � � k � �� Ê Ë�Ìl Í � Ê | � � Ì � ' ç�è �z � '6È �  ! � ç�è � ��N � ' k � � Ì � ç�è �z � '6È �  ! � ç�è � ��N � � k � � � � t � Ë l �7GIH�� ¿�¡ML
Le contourde l’intégration étantfermédansle demi-plansupérieur, le théorèmedesrésidusne
retientquela partiedu propagateurdécrivant lesélectronssousla surfacedeFermi.L’expression
précédentedevientk | � C� - � � ¾ ç�è Ì � ' ç�è � � k�=� ! m | Î� � ! � � � � ! ' £ !� � Ì � £ � ' ½ � � ' k £>Í�Î Ã � ! m � GIH�� ¿�¥)L
L’équationd’évolution(7.51)estalorstrivialepuisqu’il n’y apasdedépendanceen N � dansl’équa-
tion précédente.La valeurinitiale de � ! y � étantnulle,elle restenulle toutaulongdel’évolutionen
fonctiondu paramètre ! .# $&% � ! y � � # $&% � T t � v! �»Ã � � ! y � �ÄÃ q ¼ÏÈ - � GIH�� ¿�¿ML
Cerésultatpeutparaîtreétrange; il signifiequele photonnesubitaucunerenormalisation.L’in-
teractionmédiéeparle photonrestel’interactiondeCoulombnue.

En théoriedeperturbation,l’approximationRPA (RandomPhaseApproximation)consistant
à calculerun potentieleffectif en resommantles diagrammesde polarisationde l’électron de la
figure7.5,donneunelongueurd’écrantage(quel’on peutassimilerà la masseeffectiveduphoton
dansnotreformalisme)[66, 70]å�æ � ² � � �=� � !² ! ' É å

À�Ð�Ð � ² � � �=� � !² ! �5Ñ ! � GIH�� ¿�êMLÑ estconnuesousle nomdenombred’onde(oumasse)deThomas-Fermi.
L’approximationd’uneboucleétantl’équivalentdela resommationdetouslesgraphesà une

bouclede la figure 7.5, le groupede renormalisationdevrait engendrercettemasseeffective du
photon.(Rappelonsque � est l’inversedu propagateur— voir l’identité (7.25).La contributionN�Ñ4�
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du photonà � estdoncl’inversede

å
À�Ð|Ð qui représentele propagateurdu photonrenormalisé;

c’est pourquoiun seuldiagrammedans � correspondà touteunesériede graphesen théoriede
perturbation).Or, il n’en est rien, l’équationd’évolution de l’action effective (7.33)n’engendre
pasautomatiquementla premièrecorrectionàuneboucleaupropagateurduphoton.Cetapparent
paradoxe vient du fait quele champdephotonsconsidéréesthomogène.

FIG. 7.6–

Le diagrammede polarisationci-contrea une contribution nulle si le
champde photonesthomogène.En effet, l’approximation ÙN ��� ��Õ N � si-
gnifie dansl’espacede Fourier ÙN � �?��Õ N � � � y � . Le champde photonsest
statique,les propagateursexternesdu diagrammede polarisationont une
impulsionetuneénergie nulle.Lespropagateursinternespossèdentalorsla
mêmeimpulsion Æ surlaquelleil fautsommer, c.-à-d.

| � z {- � � ²� - � � � +� z { ' � %!Ué �6p � ! �
L’intégrationsurl’énergie

z {
, effectuéeparle théorèmedesrésidusdonneunrésultatnul.Lorsque

le champpossèdeuneimpulsionnonnulle,il peutengendrercettepairequi vients’intercalerentre
deuxélectronscontribuantainsiàécranterl’interactionentrelesélectrons.

L’effet d’écranpourraitêtrereproduiten introduisantà la main la massede Thomas-Fermi
commeconditioninitiale pourle termedemasseduphoton( � ! y ! �  !init � �  �4� ). Cettemasseap-
paraîtraitensuitedansleséquationsd’évolutiondesconstantesdecouplageetpermettraitd’implé-
menterle groupederenormalisationenpartantdela théoriedeperturbationRPA. Il estcependant
préférablede pouvoir générercet effet d’écransimplementà partir d’une équationd’évolution
pour l’action effective. En effet, la masseobtenueà partir du graphede la figure7.6 évolue,car
lespropagateursélectroniquesévoluent,alorsqu’unemasseintroduiteà la mainestfixéeunefois
pourtoute.

Il estdoncnécessaired’autoriserlesfluctuationsduchampdephotonsÙN � ���]Õ N � � ¸ ��� � pour
obteniruneévolution nontriviale dela constantedecouplage� ! et retrouver l’effet d’écran.)+*-,/Á|2|8:,-2|;SÁ�.6;�ÂI* B/Ã 98(Ä�;Å.±;Ó9mDGFÖ93;#Âv2|×o*4,

À l’approximationd’uneboucle,i.e. enprenantla valeurinitiale de � � � + , l’équation(7.43)
s’écrit immédiatement #�$&% � � �ÄÃ �
La constantederenormalisationdel’énergie nevariepasàcetordre.N�Ñ¬N
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La constantederenormalisationl’énergie cinétiquedel’équation(7.44)s’écrit# $&% � T> � ' -nm � !� ! | ¤�¼� ½ ! � ½ C £ !� ' ½ ! �  ! EÇ � ½ � £ � � ! �  ! � ! Ç � ½ ' £ � � ! �  ! � ! � GIH�� ¿ H L

Le membrededroiteestuneconstanteindépendantedu champN � . Il donnedoncl’évolution de
la constantedecouplage¹ > y � qui estreliéeà la masserenormalisée

m�Ø
de l’électronpar ¹ > y � �m Ð m Ø . L’intégrationsur ½ conduità# $&% ¹ > y � � ' m �~!Ù � ! � +- £ ¾� ÊÛÚ  "!� £ !� �  ! � +£ � � � £ !� �  ! � � +£ �  ! � � GIH�� ¿$�ML

L’intégrationsur  ! de  !init à Ü É Ã donnel’expressionde la constantedecouplageà l’ordre
d’uneboucle ¹ > y � � ' m �z!Ù � ! +£ � 5 - � Ê�Ë�ÌÝ Í � ÊÛÚ Ü� £ !� 6 � � 5 + "!init

6 � GIH�� ¿�JML
LorsqueÜ ÉãÃ , ¹ > y � É ¾ . Remarquonscependantquecettedivergencen’estpasdueà  !init

É¾ . Unetelle divergenceauraitmis endéfaut la méthodeemployée.Lesrésultatsà l’ordre d’une
boucledoivent effectivementêtre indépendantsde la masseinitiale du photonqui n’est qu’un
paramètreservantàengendrerlesfluctuationsquantiques.

La divergencelogarithmiquede ¹ > y � estdoncle résultatd’un calculà uneboucleet nonune
incohérencedela théorie.Elle signifiequela masseeffective del’électronestnulle.Évidemment,
il estconnuexpérimentalementquela massede l’électron n’est pasnulle, maisce résultatpro-
vient d’unethéoriedéveloppéeà l’ordre d’uneboucle.Noussavonsqu’enthéoriedeperturbation
usuelle,l’approximationHartree-Fock conduità unemasseeffective

m�Þ
nulle [66, p. 95]. Cette

masseeffective del’électronestévaluéepar+m Þ � +£ � # Ü ¤# £ ���� ¤~¼
� GIH�� ê��ML

où Ü ¤ � £ !-nm ' � ! £ �- � : - � £ !� ' £ !£d£ � ÊÛÚ ���� £
� £ �£ ' £ � ���� < � GIH�� ê��~L

L’inversede
m Þ

s’écrit donc,à l’approximationHartree-Fock (HF),+m Þ � +m � � !� : +£ � ' +£ � Ê�Ë�Ì¤ Í ¤ ¼ ÊÛÚ £ ' £ �- £ � < � GIH�� ê�PML
La divergencelogarithmiqueapparaissantdans ¹ > y � estdu mêmetype quecelle obtenueà l’ap-
proximationHartree-Fock.Lesexpressionsanalytiquesde

m Þ
et
m Ø

sontlesmêmesà un facteur�=�
près. +m�Ø � �=�m Þ �

Le facteur
�=�

estle fait de la conventionchoisieen (7.19).La divergencede (7.62) indiqueque
l’approximationHF n’estpasappropriéepourla manipulationdesinteractionsdelongueportée.À
cetteapproximation,l’électroninteragitavecunchampmoyenreprésentantla présencedesautresN�Ñ�O
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électrons,maiscetteapproximationest trop grossièrepour rendrecomptedu fait queles autres
électronssuivent l’électron et provoquel’effet d’écran.En théoriedesperturbationshabituelle,
la priseencomptedeceteffet d’écranestobtenueenresommantuneautresériedediagrammes
(RandomPhaseApproximation)au-delàl’approximationHF. L’effet dela resommationRPA est
d’écranterl’interactiondeCoulombenintroduisantunelongueurd’écrandansle potentieleffec-
tif, éliminantainsila divergenceinfrarouge(IR). Dansnotreapproche,ceteffet d’écranintervient
au niveaudu photonqui transmetl’interaction de Coulomb. Le photondoit acquérirunemasse
(massedeThomas-Fermi)rendantle propagateurconvergentdansle domaineIR.

Pour � > , l’équation(7.45),à l’approximationd’uneboucle,conduità# $ % � > � ' �z!- � ! | ¤~¼� ½ ! � ½Ç � ½ � £ � � ! �  ! � Ç � ½ ' £ � � ! �  ! �~� GIH�� ê�¡ML
Le membrededroitedecetteéquationestindépendantduchampN � . Parconséquent,lesconstan-

tesde couplage� > y � � � t � v> � ÙN � ��� !x � � , ¼ßÈ + , sonttoutesnullesà l’approximationd’uneboucle.

Rappelonsqu’il n’existepasdeconstantedecouplage� > y � (cf. lesrelations(7.32)).

Hormispourla constantedecouplage� ! y ! qui devrait êtrenonnulle,l’approximationà l’ordre
d’uneboucleredonnebienlesrésultatsattendusparla théoriedesperturbations.Pouratteindrele
régimenonperturbatif,il fautsedonnerunnombre¼ fini deconstantesdecouplage� t y � (

k � + � - )
et ¹ t y � (

k � Ã � + � - ), puis obtenir les équationsd’évolution associéespar dérivationssuccessives
desconstantesderenormalisation.Ceséquationsd’évolution doiventensuiteêtrerésoluesnumé-
riquement.Mais avant cela,il faut introduireles fluctuationsdu champde photonspour obtenir
leséquationsd’évolution donnantl’effet d’écrandel’interactiondeCoulomb.ÏÑÐ Ï àfÕ���Ø�Ù]��ßàÙ�ánÛ¶Ü;ÝJ� �ñØOb;ß�\¹Zæ�;×áZâb;ÛàÙBÛ¶Ü;Ý

Dansle développementdu champ ÙN ��� � � N � � ¸ ��� � , ¸ représentelesfluctuationsdu champÙN . D’unefaçongénérale,unefonctionnelle
 de ÙN sedéveloppeautourdesavaleurpourle champ
homogèneN � selon
 Ç ÙN � � 
 Ç N � � � | � ¸ ��� � � 
 Ç ÙN �� ÙN ��� � ���� !x � x � � +- | � | � ~ ¸ ��� � ¸ ��� è � � !|
 Ç ÙN �� ÙN ��� � � ÙN ��� è � ���� !x � x � � 
F
F
 � GIH�� ê�¥)L
Dansle casoù 
 estunefonctionnellede ÙN seulement,le deuxièmetermedu membrededroite
est nul puisqueã 2 � ¸ ��� � � Ã et que h � � !x �h !x t � v est calculéen ÙN � N � , i.e. est indépendantde � .
Cependant,dansle développementen puissancesde ¸ de l’équation d’évolution (7.33), il faut
faireun développementde l’action effective et desadérivéesecondequi dépendenttoutesdeux
nonseulementde ÙN maisausside Ùh i etde Ùh . La présencedeschampsélectroniquesdansl’action
effective empêchecettesimplificationdu développement(7.64) et il faudratenir comptede ce
termelinéairedansla fluctuation. Z¡� 4¡)¤ ¥"°PúW¦]²0Ö«·«^¦�´µ¦�®4¬Ø³£¦Å²�Æ�±g¨�¬=ª04®û¦('<¦]¨�¬$ª0úW¦

Nouscherchonsà déterminerl’évolution de � à partir d’un développementde
# $&% � audeu-

xièmeordredanslesfluctuationsdu champ ÙN . Dansceparagraphe,nousévaluonsle membredeä {[å � ���1�G¢ ��� �%� ���æ���eço��� � ��� � �-èé>êìëví ¯ é ��î ë#ï ð±ñóòIêìëIí {vô �¸� � �m� �o��õ=� �x  £��E���Eço�~� � �ö� �]÷ } òIêÛø�í ¯ ÷ Ë î Ë � � òIêìëIí ¯òSêìë ¯ ð~í {vù � é � �����±�múo�������#�x���#¤��o� é � ¯ èé>êìë ¯ ð�í �o�S¢ ��û òIêìë ¯ ð~í ¯ ð {N�Ñ�¦
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gauchedel’équation(7.33).Le développementdel’action effective s’écrit� Ç Ùh i � Ùh � ÙN � � � Ç Ùh i � Ùh � N � � � | � ¸ ��� � � � Ç Ùh i � Ùh � ÙN �� ÙN ��� � ���� !x � x �� +- | � | � ~ ¸ ��� � ¸ ��� è � � !F� Ç Ùh i � Ùh � ÙN �� ÙN ��� � � ÙN ��� è � ���� !x � x � � � � ¸ ¾ � � GIH�� ê�¿ML
Le premiertermede ce développementa déjàétéévaluéet estdonnépar l’équation(7.34).Le
deuxièmetermeest| � ¸ ��� � � t > v!x } � +s å . º { $ º { % º { � ¸ � Æ > �gÙh i � Æ ! � �I� t > v� z { � ' � t > v> ç �oü � � t > v> �ÖÙh � Æ ¾ � � { $ ��{ % � { � �
La partiecontenant� ! adisparucar ¸ � Æ > �»Ã � �ÄÃ . Le termedu 2eordrevaut+- | � | � ~ ¸ ��� � ¸ ����è � � t !rv!x } y !x } ~ � +- | � | � ~ ¸ ��� � ¸ ����è � � !z� Ç Ùh i � Ùh � ÙN �� ÙN ��� � � ÙN ��� è � ���� !x � x �� +- å . ºý {mþÿ�þ�� $ � � � ¸ � Æ > � ¸ � Æ ! � Ùhbi � Æ ¾ � �I� t !rv� z { � ' � t !rv> ç � � �(� t !rv> � Ùh � Æ � � � { $ � { % ��{ � � { �' +- º�{ �I� ! ² ! � � t !rv! � ¸ � ' Æ � ¸ � Æ � � GIH�� ê�êML
La partiebosoniqueapparaîtseulementdansle termequadratiquedanslesfluctuations.Parcontre,
la partiefermioniqueapparaîtaussiau1erordredanslesfluctuations.

Ceci terminele calculdu développementdu membredegauchede l’équationd’évolution de
l’action effective. Il restemaintenantàdévelopperle membrededroitede(7.33).Dansunpremier
temps,chaqueélémentde la matricedesvertex propresestdéveloppéau 2eordredansles fluc-
tuations,puiscelle-ciestinverséeparundéveloppementautourdesadiagonalecommeen(7.38).
Ensuite,les expressionsdesélémentsde matricecorrespondantau propagateurdu photonet de
l’électronsontextraitesdecedéveloppement. Z¡� 4¡AÁ ¥"°PúW¦]²0Ö«·«^¦�´µ¦�®4¬Ø³F¹}úW¦�©$¬$¦PÄû«F©.Ö«F©=¦ ¿ø³F¦�¹LÄ}«^Wª)®4¬=§� ,-H-;S×oÁ�0*4,t.6;Å98��^8>2|×%0ÂI;�.6;SÁ�H4;S×�2|;	� Ã ×o* Ã ×�;#Á

Nousdevonsévaluerlestermesdu développement� t !rv Ç Ùh i � Ùh � ÙN � � � t !rv Ç Ùh i � Ùh � N �ô� � | � ¸ ��� � � � t !rv Ç Ùh i � Ùh � ÙN �� ÙN ��� � ����� !x � x �� +- | � | � ~ ¸ ��� � ¸ ��� è � � ! � t !rv Ç Ùh i � Ùh � ÙN �� ÙN ��� � � ÙN ��� è � ����� !x � x � � 
F
F
 �où � t !rv estla matrice
Î M Î de l’équation(7.25).Celanousfait 
 M - termesà évaluerpuisque

les 9 premierssontdéjàconnus(équations(7.35)).La matricedécrivant les termeslinéaireset
quadratiquesen ¸ s’écrit� fl � | � ¸ ��� � � � t !rv Ç Ùh i � Ùh � ÙN �� ÙN ��� � ����� !x � x � � +- | � | � ~ ¸ ��� � ¸ ���Mè � � ! � t !rv Ç Ùh i � Ùh � ÙN �� ÙN ��� � � ÙN ��� è � ����� !x � x � � �� � � � � 
¿ � �

� GIH�� ê H LN�åBÍ
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L’inversionde la matricedesvertex propres� t !rv Ç ÙN ��Õ � d

� � nd
� � fl conduità la matricedes

propagateursexpriméesousla formed’unesérie4 t !rv � � � >d
' � � >d � nd� � >d

� � � >d � nd� � >d � nd� � >d' � � >d � fl � � >d� ��� ���� � � � >d � fl � � >d � fl � � >d� ��� ����� � � >d � nd� � >d � fl � � >d� ��� ���� � � � >d � fl � � >d � nd� � >d� ��� ���� ' 
F
F
 GIH�� ê$�ML
Nousavonsintroduit lesnotations��� , ��� , ��� et �! pourlesmatricesdécrivantlesfluctuations
qui proviennentdu développementdela matrice 4 t !rv .

Nouscherchonsici leséquationsd’évolutiondesconstantesderenormalisation� ! et � ! seule-
ment; leséquationsd’évolutionde � � , � > et � > ontdéjàétéobtenuesàl’approximationduchamp
homogène.Il fautdoncextrairelestermesbosoniquesdudéveloppement(7.68).Lesmatrices� �
et �! peuventdéjàêtreomisescar � nd necontientquedesélémentsdematricefermioniques.Il
restelesmatrices� � et � � . Danschacunedecesmatrices,il fautextraire lesdeuxélémentsde
matriceassociésauphotonet à l’électron.Ensuite,il fautprendrela partiebosoniquedecesélé-
mentsdematrice.En identifiantcestermesbosoniquesàceuxdel’équation(7.66),nousobtenons
uneéquationd’évolution au2eordredanslesfluctuations' +- # $&% º.{ �I� ! ² ! � � t !rv! � ¸ � ' Æ � ¸ � Æ � �k È è �  ! � .1/ k ç�è#"$� > � � !&% '! y ! l ' k- .1/ k "$� > � � !&% '¾ y ¾ l �7GIH�� ê�JML
L’indice 5 signalel’absencedestermesfermioniques.( � Ã ×�;#Á|Á�0*4,±ÁâÄ�F#,±FS×o8:9;SÁ°.±;#Á�F#9F)��;#,-2|Á�.6;*��8>2|×o0ÂI;Å.±; � � ;S2 � �

Lesélémentsdematriceassociésauphotonsont

" � � % ¾ y ¾ � ' +� ! C ! > ��� t !rv! � �v$ y � % +� ! C !! � � t !rv! � GIH�� H �ML
aupremierordredansle développementde 4 t !rv et" � � % ¾ y ¾ � ' º.{ +� ! C ! > � � t !rv! ¿ �%$ y { +� � z { ' � > ç � ��� >  { y � % +� ! C !! � � t !rv!� º.{ +� ! C ! > � � t !rv! � �%$ y { +� � z { ' � > ç � �(� > 
 { y � % +� ! C !! � � t !rv!' º={ +� ! C ! > � � t !rv! � �%$ y { +� ! ² ! � � t !rv! � { y � % +� ! C !! ��� t !rv! � GIH�� H �~L
à l’ordre suivant.

Lesélémentsdematriceassociésà l’électronsont" � > % ! y ! � ' +� � z �%$ ' � > ç�è r � � > � � $ y � % +� � z � % ' � > ç�èvu � � > GIH�� H PMLN�åäN
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et

" � ! % ! y ! � º { +� � z �%$ ' � > ç è r � � > � � $ y { � { y � %� � z { ' � > ç � � � > +� � z � % ' � > ç èvu � � >' º.{ +� � z �%$ ' � > ç è r � � > 
 �%$ y { +� ! ² ! � � t !rv! � { y � % +� � z � % ' � > ç èvu � � > �7GIH�� H ¡ML+ 8(×�2�03;*,]*�Á�*4,60 @CB ;g.6;SÁ�FÖ93F-�^;Ö,-2|Áó.6;*�^8>2|×%0ÂI;�.6; � � ;I2 � �)+*-,-2|×o0., B 2�0*-,�. B�Ã1Ç *:2|*4,
Lestermes


, 
 , ¿ et � del’équation(7.71)contiennenttousau

moinsunchampfermionique.Lesseulstermesbosoniquessetrouventdans� . La partiebosonique
dela tracede " � � % ¾ y ¾ est' .1/ " � � % '¾ y ¾ � ' +- º � | { ¸ � ' Æ � � t !rv! " ² ! �ÅC ! % � � t � v!�I� ! C ! � � t !rv! � ! ¸ � Æ � � GIH�� H ¥)L
où l’indice 5 signifie queseulela partiebosoniquede la traceestprise.La partiebosoniquede" � � % ¾ y ¾ est.1/ " � � % '¾ y ¾ � ' º � | { ¸ � ' Æ � �I� t > v! " C ! �t² ! '6C]² % �(� t ¾ v! �x!�I� ! C ! � � t !rv! � ! �I� ! � CË'�² � ! � � t !rv! � ¸ � Æ � ��� � ¸ ¾ � � GIH�� H ¿ML
Lestermesd’ordresupérieurà ¸ ! sontnégligéscarle développementdel’action effectiveesttron-
quéà cet ordre(équation(7.65)).Pourtrouver l’évolution desconstantesde renormalisation� !
et � ! , il faut développerl’expressionprécédenteen puissancesde Æ . Laissantde côtéla contri-
bution desélectronspour le moment,nousidentifionslespartiesbosoniquespour lesdifférentes
puissancesde Æ .

À l’ordre Æ � , l’identificationdestermesdel’équation(7.66)avecceuxdeséquations(7.74)et
(7.75)s’écrit # $&% � � t !rv! � k | � �I� t > v! C ! � � t ¾ v! �x!�I� ! C ! � � t !rv! � ¾ ' k- | � � t !rv! C ! � � t � v!�I� ! C ! � � t !rv! � ! � GIH�� H êML
L’indice � vientdesnotationsdel’annexe Jetsignifiequeseulela contribution dupropagateurdu
photonestconsidérée.À cet ordreen ² , le champ ÙN esthomogèneet nousretrouvons la même
équationd’évolution desconstantesde couplagequece qu’a donnéle calcul avec le champho-
mogènedela section7.6.Le calculdela dérivéesecondeparrapportauchamp ÙN du propagateur
intervenantdansl’équation(7.41)montrela cohérenceentrecesdeuxéquations.

À l’ordre ² , le membredegaucheestnul, et celuidedroiteestk | � � t > v! C ! � � t ¾ v!�I� ! C ! �(� t !rv! � ¾ 8 � t > v! ' �I� t > v! C ! � � t ¾ v! � � !� ! C ! � � t !rv! @ C]² �ÄÃ �
Cetermeestégalementnul puisquel’intégralesurl’impulsion estimpaire.N�å�Ì
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À l’ordre ² ! , nousavonsl’évolution dela constantederenormalisationdel’énergie cinétique

duphoton.

# $&% � �! � ' k- | � � t !rv!�I� ! C ! �(� t !rv! � !� k- | � +�I� ! C ! � � t !rv! � ¾ i - �I� t > v! C ! ��� t ¾ v! � � �I� t > v! � ! ½ !0/21	3ô!54' �I� t > v! C ! � � t ¾ v! �x! � !� ! C ! � � t !rv! ' � �I� t > v! C ! �(� t ¾ v! �x! �I� t > v! � t !rv! ' � ! � t ¾ v! � � ! ½ ! /21	3 ! 4�I� ! C ! � � t !rv! � ! n �7GIH�� H�H L
)+*-,-2|×o0., B 2�0*-,^.6;°9ªDGF#9;SÂv2|×o*4,

Lesfluctuationsde .1/ Ç ç�èd4�t !rv� y � w � donnéesparla tracedel’équa-
tion (7.72)multipliéepar ç�è , i.e.

' .1/ k ç�è " � > % ! y ! l � +- | � ç è � t !rv� z ��I� � z � ' � > ç�è � � > � ! º�{ ¸ � ' Æ � ¸ � Æ � � GIH�� H �ML
Les termesindépendantsde

z �
dans

� � y �
donnentunecontribution nulle dueà l’intégration surz �

du carrédupropagateurdel’électron.Le premierordredanslesfluctuationsdela contribution
del’électrons’écrit,defaçonexplicite,

k È è �  ! � .1/ k ç�è " � > % ! y ! l � +- È è �  ! � � t !rv�� !� | � C� - � ��¾ ç�è Ì � ' ç�è � º�{ ¸ � ' Æ � ¸ � Æ �� '6È è �  ! � +Î Ã � ! � t !rv��0!� £ Í�-nm º { ¸ � ' Æ � ¸ � Æ � � GIH�� H JML
L’ordresuivantdansle développementde 4 t !rv donne

.1/ k ç�è " � ! % '! y ! l � º � ç�è | { ¸ � ' Æ � �I� t > v� z � ' � t > v> ç è � � t > v> ��I� � z � ' � > ç�è �(� > � !M �I� t > v� � z � � z { � ' � t > v> ç�è � � � � t > v> ��I� � � z � � z { � ' � > ç�è � � � � > � ¸ � Æ � � GIH�� ���ML
La difficulté avec cettedernièreéquationest qu’elle n’est pasanalytiqueen Æ �ãÃ . Nous

le verronsun peu plus loin, à l’approximationd’une boucle,lors du calcul du diagrammede
polarisation. N�åäÑ
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Rassemblantleséquations(7.66),(7.76),(7.79)et (7.80),l’équationd’évolution de � ! s’écrit#)$ % � T t !rv! � k | � �I� t > v! C ! � � t ¾ v! � !�I� ! C ! � � t !rv! ��¾ ' k- | � � t !rv! C ! � � t � v!�I� ! C ! �(� t !rv! � !'EÈ è �  ! � £>Í�Î Ã � ! m � t !rv��0!�� k È è �  ! � Ê�Ë Ì{ Í � | � ç�è �I� t > v� z � ' � t > v> ç�è � � t > v> ��I� � z � ' � > ç�è � � > � !M �I� t > v� � z � � z { � ' � t > v> ç�è � � � � t > v> ��I� � � z � � z { � ' � > ç�è � � �(� > � � GIH�� ���~L
L’équationd’évolution de � ! s’obtientàpartir deséquations(7.77)et (7.80).# $&% � ! � ' k- | � � t !rv!�I� ! C ! � � t !rv! � !� k- | � +�I� ! C ! � � t !rv! � ¾ i - �I� t > v! C ! � � t ¾ v! � � �I� t > v! � ! ½ ! /21	3 ! 4' �I� t > v! C ! � � t ¾ v! �x! � !� ! C ! � � t !rv!' � �I� t > v! C ! � � t ¾ v! � ! �I� t > v! � t !rv! ' � ! � t ¾ v! � � ! ½ ! /21	3 ! 4�I� ! C ! �(� t !rv! � ! n� k È è �  ! � Ê�Ë�Ì{ Í � �� �76 ! � | � ç�è �I� t > v� z � ' � t > v> ç�è � � t > v> ��I� � z � ' � > ç�è � � > � !M �I� t > v� � z � � z { � ' � t > v> ç�è � � � � t > v> ��I� � � z � � z { � ' � > ç�è � � � � > � � GIH�� ��PML Z¡� 4¡�¢ Â:W®·§R¬$±g®4¬$¦�§�³F¦Å¨�4¹£«·²)±\¯Ö¦q³·¹ù«·¶Fg¬$W®
Commedansle casdesélectrons(§ 7.6.3),ceséquationsd’évolution desconstantesde re-

normalisation,donnéespar (7.81)et (7.82),sontlesgénératricesdesfonctions � et ¾ du photon.
Celles-cis’écriventeneffet � �� �  ! �S�  ! # $&% � ! y � �  ! # $&% � T t � v! � GIH�� ��¡ML
et ¾ �� �  ! ���  ! # $&% ¹ ! y � �  ! # $&% � t � v! � GIH�� ��¥)L
où l’exposant� associecesfonctionsau photon.Les équationsdifférentiellesobtenuespour le
photonsontrassembléesavec les équations(7.46),(7.47)et (7.48)de l’électron pour former un
systèmed’équationsdifférentiellesfermé.Répétonsencoreunefois que ¼ esttronquéàunevaleur
finie pour pouvoir résoudrece systèmede façonnumérique.Cettetroncaturesupposeque les
constantesdecouplagenégligéessontinessentielles,i.e. serenormalisentvers0.N�å]å
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À l’approximationd’une boucle,les trois premierstermesde l’équation d’évolution (7.81)

de � ! sontnuls. Il ne restequele dernierterme.Un développementen puissancesde ² permet
d’évaluer l’équation d’évolution (7.69) à l’ordre d’une boucle.Mais il doit être fait seulement
aprèsintégrationsurla fréquence

z �
(sinonl’équationd’évolution estcelledel’équation(7.41)et

l’effet d’écranestperdu).Celle-ciestfaitedansl’annexe L et conduità' +- # $&% �I� ! ² ! � � t !rv! � � È è �  !~�È �  ! � ! m � ! £ ��=� ! � 5 6£ � 6 � GIH�� ��¿ML
où la fonction � estdéfiniepar� ��� � � +- ' +- � 5 + ' � !� 6 ÊÛÚ ���� +

'  !+ �  ! ���� �L’intégrationsur  ! esttriviale| �$ %
init

� �  ! � È è �  "! �È �  ! � ! � ' + � � 5 +È �  !init � 6 �
etpermetd’écrire� ! ² ! � � t !rv! � m �~! £ ��=� ! 8 + ' £ �Æ y + ' +� 5 Æ£ � 6 ! � ÊÛÚ ���� £ �

' 6 Ð -£ � � 6 Ð - ����
@ � GIH�� ��êML

Nousreconnaissonsla fonctiondeLindhardévaluéepourunefréquencenulle[32]. Le développe-
mentdu gradientimplique l’identification despuissancesde 6 danslesdeuxmembresdel’équa-
tion d’évolution.Le membrededroitedoit doncêtredéveloppéenpuissancesde 6 .

– À l’ordre 6 � , la constantederenormalisation� T! , à l’approximationd’uneboucle,est+- � T t !rv! � m £ � �z!�=� ! ��� 5 +È �  !init � 6 �
Le termedemasseduphotonestalors� ! y ! � � t !rv! � ÙN �ÄÃ � � m £ � � !- � ! � GIH�� � H L
Rappelonsquenoustravaillons avec desélectronssansspin. La priseen comptedu spin
produiraitun facteur2 devantle diagrammedepolarisationdoublantainsila massedeTho-
mas-Fermi;

– À l’ordre 6 ! , 'k+- � ! � m �z!Î � �=� � ! £ � ��� 5 +È �  !init � 6 �
En termedesconstantesde couplage,la constantede couplagede l’énergie cinétiquedu
photonest ¹ ! y � � ' m � !- �=� ! £ � � GIH�� �$�ML
Lesautresconstantesdecouplagerestentnullesàcetordred’approximation.N�å\ü
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Lesvaleursobtenuespour � ! y ! et ¹ ! y � correspondentauxvaleursentrantdansla renormalisationdu
potentieldeCoulomb,àl’approximationRPA danslemodèledugazd’électrons[32]. La constante
decouplage� ! y ! obtenueparle développementàunebouclecorrespondà la masseacquiseparle
photon,qui conduità l’écrantagedupotentieldeCoulomb.ÏÑÐ98 YuánÝ�ØZ�;Ý�Ý�árÛ¶Ü

L’approximationduchamphomogèneestsuffisantepourtrouver leséquationsd’évolutiondes
constantesderenormalisation� � , � > , � > del’électroncarl’identificationdecesconstantesdere-
normalisationsefait à l’aide d’un développementen puissancesde ç � et non de ² . Il n’y a pas
de problèmede non-analyticitéen Æ � Ã . Seulesles constantesde renormalisation� ! et � ! du
photonsontconcernéesparcettedifficulté en Æ �»Ã .

Dansla méthodeproposéedanscechapitre,un point fixe signifiequelesconstantesdecou-
plagesontinvarianteslorsquel’action desuppressionchange.Cettevariationde l’action desup-
pressionn’a rien à voir avecun changementd’échelle,maisreprésenteun changementinternedu
système(changementde la massedu photonet de l’énergie cinétiquede l’électron).Les points
fixesobtenusparcetteméthodenesonta priori paslesmêmesqueceuxobtenusparchangement
d’échelle; c.-à-d.quelesconstantesdecouplageinvarianteslors d’un changementdu paramètre n’ont paslesmêmesvaleursquelesconstantesdecouplageinvariantesd’échelle.Lespoints
fixesinfrarougesnesontpasuniversels[60]. L’approchedéveloppéeici paraîtdoncmoinsappro-
priéequel’approchetraditionnelledugroupederenormalisationpourla recherchedepointsfixes.
L’intérêt decetteapprochesetrouve dansla possibilitédedériver uneactioneffective � $ � � en
partantdeconditionsinitialesdonnées� $ � Î . Lorsquele systèmeévoluede  � ¾ à  �"Ã ,
les fluctuationsquantiquesengendréespar l’interaction de Coulombdeviennentde plus en plus
importantes.En partantdesconstantesdecouplageinitialesprovenantdel’action microscopique,
l’intégration deséquationsde flot conduit alors aux constantesde couplagerenormaliséesqui
décrivent le systèmephysiquecontenanttouteslesfluctuationsquantiques.

Durantl’évolution, la trajectoiredel’action effective peutrencontrerdesbifurcationscondui-
santà despointsfixesdifférents.L’évolution versun point fixe ou un autrepeutdépendredes
conditionsinitiales de l’action. Dans le casdessystèmesd’électronscorrélésen l’absencede
désordre,le systèmepeut évoluer vers un cristal de Wigner ou vers le liquide de Fermi selon
la densitéd’électrons,contrôléepar le potentielchimique p [69]. Le cristal de Wigner apparaît
lorsquela densitéd’électronsestsuffisammentfaiblepourquel’interactiondeCoulombfixe les
électrons.Lesélectronsserepoussentmutuellementetprennentuneconfigurationordonnéestable
selonun réseaurégulier. Cettetransitionversun régimeoù les électronsperdentleur mobilité à
causede l’interactiondeCoulombestconnuesousle nomdetransitiondeMott [48]. L’approxi-
mationd’unebouclenepermetpasderendrecomptedel’existenceou nondu cristaldeWigner,
mêmesi le potentielchimiqueest très faible dansl’action initiale. Ceci secomprendaisément
d’un point de vue diagrammatique,puisquela descriptiondesgazd’électronsdiluésest faite à
l’aide desdiagrammesenéchelles[66], qui contiennentplusd’uneboucle.Il estdoncnécessaire
d’utiliser pleinementla possibilité,qu’offre le groupederenormalisation,d’atteindrelesrégimes
nonperturbatifspourobtenirunedescriptiondu cristaldeWigner.

N�å-�



: ;=<?>�@BA?CEDF;G<
Dansla premièrepartiede la thèse,nousavonsprésentéuneapprochemicroscopiquepour

décrirela propagationd’uneonde(acoustique,électromagnétiqueendimension2) ou d’unepar-
ticule (électron,atome)dansles systèmesdésordonnésconstituésde centresdiffuseursde taille
finie. Notreapprocheestbaséesurle formalismedediffusionmultiple deWatson[98], qui estun
développementperturbatifdanslequelchaquetermereprésenteuneséquencedediffusionparticu-
lière.La particularitéessentielledecetteapprocherésidedansla taille finie despotentiels.Du fait
decettetaille finie, la quantitéfondamentaleentrantdanslescalculsestla matricedediffusion H
horscouched’énergie associéeàun diffuseurindividuel.

Nousavonsutilisé notreapprochedansl’étude de la diffusion d’un électronpar un système
désordonné,à 3 et à 2 dimensions,dont les diffuseurssontmodéliséspar despotentielsde type
sphèredureet disquedur respectivement.Pourcestypesde potentiels,la matricede diffusion H
horscouched’énergie estobtenuede façonanalytiqueet permetde calculerla contribution de
chaqueséquencedediffusionélémentaireintervenantdansla fonctiond’ondeoudansle propaga-
teurdécrivant le comportementdel’électron.

Dansun premiertemps,nousnoussommesplacésdansla limite où la portéedu potentielest
trèspetitedevant la longueurd’ondede l’électron. Nousavonscalculéla moyenned’ensemble
du propagateuret obtenul’énergie propreassociéeà ce propagateurà l’ordre 2 dansla densité
desdiffuseurs.La taille finie desdiffuseursconduitàuneénergie propredépendantdel’impulsion
mêmeaupremierordreendensité,alorsquecen’estpasle casavecl’approximationdesdiffuseurs
ponctuels.Nousavonsmontréqueleseffetshorscouched’énergie apportentunecorrectiondans
l’énergie propredu mêmeordredegrandeurquelescorrectionsduesauxondespartiellesd’ordre
supérieur. La priseencomptedela diffusionmultiple entredeuxcentresdiffuseursnousa permis
demontreruncomportementdescorrectionsaulibre parcoursmoyenélastiquedeBoltzmanntrès
différentdeceluiobtenuavecl’approximationdesdiffuseursponctuels.

Dansun secondtemps,nousavons fait le lien entrel’approcheperturbative de la sériede
Watsonet l’approcheKKR [22] pour les systèmesbidimensionnels.La resommationexactede
touteslesséquencesdediffusionnonmoyennéesfournit uneexpressionanalytiquecompactede
la fonctiond’onde.Cetteexpressiona l’avantagedepermettreuneétudenumériquecomplètede
la diffusion multiple dansun systèmeparticulier, et ceci quellequesoit l’énergie de l’électron,
alors que la sériede Watsonnécessiteraitune troncaturedansle nombrede diffusionsen plus
d’une troncaturedansle nombred’ondespartielles.Nousnoussommesintéressésà la fonction
d’ondeet au comportementde la sectionefficacede diffusionde systèmescomportantun grand
nombredediffuseurslors dela transitionentrele régimebalistique(peudediffusions)et diffusif
(diffusionsmultiples).Nousavonsconstatéquela taille dupotentiely joueunrôle important.

Cetteapprochedediffusionmultiple permetdifférentesextensions.D’un point devueanaly-
tique,un calculdecorrectionsà la conductivité dessystèmesélectroniquesaudeuxièmeordreen
densitéestenvisageable.Pourcela,les séquencesde diffusion faisantintervenir deuxdiffuseurs
doivent êtreresomméesdansla fonctionde corrélationà deuxparticules(commecelaa étéfaitI)JLK
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pourle calculdescorrectionsaulibre parcoursmoyenduesà la diffusionsurdeuxcentres).D’un
point devuenumérique,plusieursvoiessontenvisageables,commeparexemplel’étudedu pas-
sagedurégimediffusif versle régimelocalisé.L’étudedeseffetsengendrésparlesondespartielles
au-delàde l’onde Z estuneautreapplicationpossible.Il estégalementpossibledegénéraliserle
programmeinformatiquede façonà incorporerdespotentielsde hauteurfinie (marches)ou de
profondeurfinie (puits),cesderniersétantd’autantplusintéressantsqu’ils peuventengendrerdes
effets de résonance.Les potentielspeuvent avoir destailles différenteset on peutenvisagerde
considérerdessystèmescomportantunmélangedediverstypesdepotentielsavecdestaillesaléa-
toires.

L’utilisation dela sériedeWatsonpour la descriptiondessystèmesdésordonnésselimite es-
sentiellementau régimediffusif et la priseen comptedesinteractionsentreélectronspar cette
approcheestdifficilementréalisable.Uneapprochenonperturbative estdoncpréférablepourétu-
dier la transitionentrele régimediffusif et le régimelocalisé.

La deuxièmepartiede la thèseestconsacréeau développementde méthodesde théoriedes
champscapablesdetraiteràla fois le désordreetl’interactionentrelesélectrons.Cettesituationde
compétitionentrel’interactiondesélectronsavec le désordreet l’interactiondeCoulombsemble
jouer un rôle importantdansla transitionmétal-isolantapparaissantdansdessemi-conducteurs
bidimensionnels[54]. En effet, sansl’interactiondeCoulomb,la théoriepréditquecessystèmes
nepossèdentpasdetransitionet restenttoujoursisolants[2]. Lesapprochesdethéoriedeschamps
etdu groupederenormalisationsontdesoutils puissantspourl’étudederégimesnonperturbatifs
etenparticulierpourl’étudedestransitions.Cellesqui ontétédéveloppéesjusqu’àmaintenantse
heurtentà plusieursdifficultés.Parmi cesdifficultés,unepremièreconcernela façond’effectuer
la moyenned’ensemble,unesecondeconcernel’emploi du groupede renormalisationpour les
systèmespossédantunesurfacedeFermi.Nousavonsproposéunealternativeàla façond’aborder
chacundecesdeuxproblèmes.

Lesapprochesdethéoriedeschampsappliquéesauxsystèmesdésordonnésutilisentcouram-
menttrois façonsd’effectuerla moyenned’ensemble: la méthodedesrépliques,la méthodesu-
persymétriqueet la méthodede Keldysh.La premièrede cesméthodessembledonnerde bons
résultatsdanscertainscas,maiselleestinvalidéedansd’autrescas[94]. Il n’estcependantpasen-
corepossibledesavoir a priori quandelle estvalide.La deuxièmeapprochen’a pasceproblème
maisc’estl’introductiondel’interactiondeCoulombqui poseproblème.Enfin,l’approchedeKel-
dyshsembleprometteusecarelle a l’avantagede la méthodedesrépliques,à savoir qu’elle peut
intégrerl’interactiondeCoulomb,sansavoir soninconvénient.Cependantcestroisapprochessont
baséessurle mêmemodèle,qui estunmodèle[ [ sigmanonlinéaire \ \ faisantintervenirdeschamps
matricielsbi-locaux.Or les théoriesdeschampsnonlocalessontengénéralinutilisableset il est
préférabled’avoir unethéorielocale,enparticulierpourutiliser le groupederenormalisation.

Nousavonsconstruitun modèlelocal tenantcomptedu désordrequi permetde calculerdes
moyennesd’ensembled’une façondifférentedestrois méthodesprécédentes.Le désordrey est
modéliséparunchampdeparticules(impuretés)placéessurlessitesd’un réseau; le tauxd’occu-
pationmoyendessites(rapportdu nombred’impuretéssurle nombredesites)estsupposéfaible
afindedécrireunsystèmedésordonné.L’interactionentrelesélectronset lesimpuretésestlocale.
La moyenneestobtenuepar intégrationfonctionnellesur le champd’impuretéset à l’aide d’un
opérateurde projectionqui fixe la densitéd’impuretés.Danscettepremièreétape,le modèlene
tient pascomptedesinteractionsentreélectrons.L’absencede l’interaction de Coulombnousa
permisde vérifier explicitementla correspondanceentrele développementperturbatifde notre
modèleet le modèled’Edwards[27], qui estun desmodèleslesplussimplestraitantdu désordreI)J5]
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Dansle but d’intégrer les interactionsentreélectronsdansle modèleprécédent,nousavons

présentéunenouvelleapprochedugroupederenormalisationpermettantdetraiterl’interactionde
Coulomb. Alors quel’approchetraditionnelledu groupederenormalisationintègresurlesdegrés
de liberté lesmoinsimportantset conserve les degrésde libertéseffectifs décrivant la physique,
l’approchequenousproposonspermetde dériver uneactioneffective en intégrantun ensemble
d’équationsaux dérivéespartiellescouplées.Cet ensembled’équationsdécrit le flot descons-
tantesde couplagequi évoluent,non passelonla coupure,maisselonun paramètreinterneà la
théorie.Le modèleétudiéestlocal et permetainsi l’utilisation du développementdu gradientqui
consisteàneconserver dansl’action effective quelestermesd’interactionentreplusprochesvoi-
sins.Nousl’avonstestéavecle modèledegazd’électronssansdésordre.Bienquel’interactionde
Coulombnesoit paslocale,la localitédu modèleestimposéeen introduisantun champscalaire
de photonspour rendrecomptede l’interaction. Les équationsde flot sontobtenuesen prenant
pour paramètreinternela massedu champde photonset l’énergie cinétiquede l’électron.Nous
avonsmontréqu’un développementperturbatifpermetde retrouver l’approximationRPA (Ran-
domPhaseApproximation) qui décrit lesgazd’électronsdilués.

Les perspectives offertespar cesdeux modèlessont multiples.Le modèled’impuretéssta-
tiquesaétédéveloppédansl’objectif d’avoir unethéorielocalepermettantl’étudedela transition
localisation-délocalisation dessystèmesdésordonnésenprésencedel’interactiondeCoulomb.

Le travail présentéa consistéà établir les basesd’une nouvelle approchepour l’étude de la
transitionmétal-isolantrécemmentobservée.Lasuitedecetravail doit regrouperl’actiondécrivant
le désordreetcelledécrivantl’interactiondeCoulombenuneseuleactionlocale.La localitédela
théorieestessentiellepour l’utilisation du développementdu gradientdansl’approcheprésentée.
Les équationsde flot pour les constantesde couplagepeuvent êtreobtenuespar la méthodedu
groupede renormalisationen faisantvarier un paramètreinternelié au champd’impuretés(en
plusdel’énergie cinétiquedel’électronet dela massedu photon),puis intégréesnumériquement
pourobtenirl’action effective physique.

Dansun premiertemps,le désordrepeutêtrenégligéet les équationsd’évolution descons-
tantesdecouplage,obtenuespourle gazd’électrons,peuventêtrerésoluesnumériquement.Selon
les conditionsinitiales du système(valeursdesconstantesde couplagenues),l’action effective
résultantde l’intégration numériquepeutdécrireun systèmeisolantou un systèmeconducteur.
Elle doit permettred’étudierla transitiondeMott, qui estunetransitionmétal-isolantengendrée
parl’interactiondeCoulomb.

Uneautreapplicationdecetteapprochepourraitconsisterà placerle gazd’électronsdansun
champmagnétiquefort pourétudierl’effet Hall quantique.

Ce modèlepeutaussis’appliquerà l’étude de la supraconductivité en mettantune interac-
tion attractive à la placede l’interactiondeCoulomb. Lessystèmesquasi-unidimensionnels sont
égalementun domaineoù il seraitintéressantd’appliquercetteapprochedu groupederenormali-
sation.Cessystèmesont eneffet un comportementparticulier, et il n’estpasencoreclair s’ils se
comportentcommeun liquidedeFermiou liquidedeLuttinger.

En conclusion,cetteapprochedu groupederenormalisationestprometteusepuisqu’elleper-
metd’envisagerl’étudedenombreuxsystèmes.
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NousutilisonslesnotationsdeMessiah[67].�����T����É	��Ê�����������2�z� ���� 	¡£¢0¡2¤¥¤�¡§¦ Ë
Ì «7¬)¯® u ØÁ ¬ ¨ Ì Ã ê9� Ä «7¬) Å Æ7Ç Y¼ál~	Ê�������2�z� ���� 	¡£ËÌ¡§Í	ÎQÏª�	�� Ì «7¬)Ò®m¶QÍ Ì «7¬)¯® «·¶�¸� Ì u ØÁ ¬ ¨ Ü Ì Ü ê9� Ä «7¬)¯®m¶ u ØÁ ¬ Ð Ì Ã ê9� Ä «7¬) Å Æ7Ç Y¼á�È�Ê¬

estcomplexe, Î estentier. I�"	Ï



Ç Y! �Y+)+*-Ð+DpÑ/3Ò*-Ð+q%��6ÔÓÕ6�q7q76p2Wq/Ö�×+Øp,/3ÒÙ�0+6�q�������2�z� ���â¤ã 	¡åäÌÏª�	æÚ¡§¦ Ú è Ã ëÌ «7¬)�®Y� Ì «7¬)L¿Ûî
Ë
Ì «7¬)zð Æ7Ç Y¼áóáóò	ÊÚ è Ü ëÌ «7¬)�®Y� Ì «7¬)Ì¶éî
Ë
Ì «7¬)zð Æ7Ç Y¼áóá�ô�ÊÚ èûêìëÌ «7¬)�®

Ë
Ì «7¬)L¿ïî�Í Ì «7¬)¯® ¶�î Ú è Ã ëÌ «7¬)zð Æ7Ç Y¼áóá-D�ÊÚ è Ä ëÌ «7¬)�®
Ë
Ì «7¬)Ì¶�î�Í Ì «7¬)¯®!î Ú è Ü ëÌ «7¬) Å Æ7Ç Y¼áóá-��Ê

LesfonctionsdeHankel du premiertypeet du secondtype

Ú èàêìëÌ et

Ú è Ä ëÌ sontsouvent rencontrées
dansla littérature.Nousindiquonsici le lien aveclesdéfinitionsdeMessiah.�������2�z� ���� 	¡£¢0¡2¤¥¤�¡§¦ÝÎQ�) �� »�ø ¡  �Í ö ÷û¡§Î � ¡§÷���¼ªöó¡î Ì «7¬)¯®

Ë
Ì «.î9¬)/w î Ì Å Æ7Ç Y¼áóñ	Ê�������2�z� ���� 	¡£¢0¡2¤¥¤�¡§¦ÝÎQ�) �� »�ø ¡  �Í�¤�¡ � ���� £��¼)ö§¡¦ Ì «7¬-¯® ¶�î Ì Ú èàêìëÌ «.î9¬) Å Æ7Ç Y¼á4)Ê���	���{Éó��Ê��Ò�������ª�	���������������



ª¬U� Ì «7¬)¯® � Ì Ü ê «7¬-Ì¶ Î ¿d¸¬ � Ì «7¬)zð

ª¬ � Ì «7¬)¯® ¶ � Ì Ã ê «7¬-�¿ Î¬ � Ì «7¬- Å Æ7Ç Y¼ál 	Ê
Decesrelations,onmontreque� � Ì «�y�Ûµ z Ì Ü ê «��ÜÛ0Ì¶�y � Ì Ü ê «�y�Û0 z Ì «��ÜÛµ¯®!¶<� � Ì «�y�Ûµ z Ì Ã ê «��ÜÛ0L¿�y � Ì Ã ê «�y�Û0 z Ì «��ÜÛµ Å Æ7Ç Y¼ál;	Ê� Ì et z Ì représententles fonctions

Ë
Ì ð�� Ì ð Ú Ì ð î Ì . Cetteégalitépermetde traiter sansdifficultés le

cas Î ®Ýb
. La fonctionde Besselmodifiéedu secondtype

¦ Ì «7¬- suit desrelationsde récurrence
légèrementdifférentes. 

ª¬ ¦ Ì «7¬)Ò® ¶%¦ Ì Ü ê «7¬)F¶ Î ¿d¸¬ ¦ Ì «7¬) Å Æ7Ç Y¼á�>óÊõ5¡§¦ Ï��z� ���â¤O 	¡åö�Ï�÷¾� �Xø Ë

Ì «·¶�¬-¯® «·¶}¸� Ì Ë Ì «7¬-zð Æ7Ç Y¼álEóò	Ê� Ì «·¶�¬-¯® «·¶}¸� Ì Ã ê7� Ì «7¬)zð Æ7Ç Y¼álE�ô�ÊÚ è Ã ëÌ «·¶�¬-¯® «·¶}¸� Ì Ã ê Ú è Ü ëÌ «7¬) Å Æ7Ç Y¼álE-D�Ê����TU�	��Ê V�V �	XY���ÞÉ	�ß ��Î}öó�ª÷ �·¡§ÎQ¡§�â�áàù¦?=¼�ª÷¾� ú��$��¡ Ë
Ì «7¬)�_ ¬ Ì« Á Î ¿d¸� ºÉº ð Æ7Ç Y¼álcóò	Ê� Ì «7¬)�_ « Á Î ¿d¸� ºÉº« Á Î ¿d¸� ¸¬ Ì Ã ê Å Æ7Ç Y¼álc�ô�Ê

I�"µK



Ç PQP%$'&($ Ç Y�)+*-,/.10�2àò435,76ÀBø¥��¡§¦ ��ö	öó¡§Îã¡§���ì¤�Ï�¤J¼ªÎ}ö��·�§�z� Á�Í ¡2¤Ë Ì «7¬)�_ ¸¬ Ö�Þ ß «7¬ ¶ Î ØUw Á zð Æ7Ç Y¼ñl~óò	Ê� Ì «7¬)�_ ¸¬ Ó2Õ	Ö «7¬ ¶ Î ØUw Á zð Æ7Ç Y¼ñl~�ô�ÊÚ è Ã ëÌ «7¬)�_ ¸¬ þ ÿ è � Ü Ì ý � Ä ë F ¸�¿ïî Î « Î ¿d¸�Á ¬ ¶ Å Å Å H ð Æ7Ç Y¼ñl~-D�Êî Ì «7¬)�_ þ �Á ¬ pour
Û�â Î ð Æ7Ç Y¼ñl~-��Ê¦ Ì «7¬)�_ þ Ü �¬ Å Æ7Ç Y¼ñl~-6�Ê�é��TU�+�)�ã �� 	¡ Î ®gb Ë ´ «7¬)¯® Ö�Þàß ¬¬ Æ7Ç Y¼ñ�Èâò	ÊÚ è Ã ë´ «7¬)¯® þ Ã ÿ �¬ Æ7Ç Y¼ñ�È2ô�Ê�ï÷à���â¤ æ�� ¡§��¤

Ils sedéduisentaisémentàpartir deswronskiens(A.11 etA.19)� «�� Ì ð
Ë
Ì B® ¸¬ Ä ð Æ7Ç Y¼ñóá	Ê��«.î Ì ð?¦ Ì B® ¶ ¸¬ Ä Å Æ7Ç Y¼ñóñ	ÊÀBø � ��Î�öó�§¤2� �z� ���R �=ÉÍ	��¡����� 	¡åöª¦ Ïª��¡ ¡§�����  	¡2¤ ö Ï�÷ �z� ¡§¦�¦ ¡2¤

Il existe égalementun théorèmed’addition à trois dimensionsqui permetd’écrire uneonde
planesousla formed’uneséried’ondespartielles.þ ÿä´4µ ® � Ø Ã °± Ì ³µ´ Ã Ì±Ñ ³ Ü Ì î Ì

Ë
Ì «�¦ ¹ �� Ñ%åÌ «�æçÌ�� ÑÌ « æ  ó Å Æ7Ç Y¼ñ4)Ê� ÷¾�$Î � �z� ��¡2¤�ö Ï�÷ �z� �§Í	¦ � �§÷à¡2¤«�y Ä ¶�� Ä  ü � Ì «�y�Û0 z Ì «��ÜÛµ9Û Ä 
�Ûl®(Û Ä F � � Ì «�y�Û0 z Ì Ü ê «��ÜÛµÌ¶�y � Ì Ü ê «�y�Ûµ z Ì «��ÜÛµ�H)ð Æ7Ç Y¼ñl óò	Êü F � Ì «�Ûµ�H Ä Û Ä 
�Ûl® ¸Á Ûªèêé � Ì «�Ûµ Ä ¶ � Ì Ã ê «�Û0 � Ì Ü ê «�Ûµ9ë Æ7Ç Y¼ñl �ô�Ê

où � Ì et z Ì sontdescombinaisonslinéairesdesfonctionsdeBessel

Ë
Ì et

� Ì .vxw9ì í�|��7î ~Gï�SG�B�����Ýð �'ñ��B~��R�5���Ì�òÅGóô�õSG|�~��7Ç(È��B���+PÆÅGLO�5�7Ç(È��B�
ÉcrituredespolynômesdeLegendreenfonctiondesharmoniquessphériques:ö Ì « Ó2Õ	Ö «-÷çFð! 	¥¯® � ØÁ Î ¿d¸ Ã Ì±Ñ ³ Ü Ì � Ñ%åÌ «�æçÌ�� ÑÌ « æ  ó Å Æ7Ç Y¼ñl;	Ê

I�"�]



Ç Y!;�Y+øù*-25ú}Ð+û-.ü6�q���6 SW6pý�6pÐ+��,76R6pÑô×�ò4,/.ü*-Ð�3ÒÙ�0+6�qnq/Ö�×+Øp,/3ÒÙ�0+6�qõ5¡§¦ Ï��z� ���  �=¼�ª÷ �Ü� �����	÷ Î Ï	¦ � ¤ÚÏ��Ú� ���
ü 
}þô� ÑQÿ9åÌ ÿ « æþ��� Ñ��Ì � « æþ�B®�� Ì ÿ�� Ì � �&Ñ ÿ � Ñ � Å Æ7Ç Y¼ñ�>óÊõ5¡§¦ Ï��z� ���  	¡��¾¡§÷ ÎQ¡2�zÍ	÷û¡ Ã °± Ì ³µ´ Ã Ì±Ñ ³ Ü Ì � Ñ%åÌ « æþ��� ÑÌ « æþ 8 B®��-«�þ ¶<þÕ8É Å Æ7Ç Y¼ñlE	Ê

I�"�^
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Danscet appendice,nousclassonset comptonsles différentesséquencesde diffusion appa-
raissantdansla sériedeWatsondonnéeparl’équation Æ ÈóY¼á�È�Ê . Nousutiliseronstoutaulongdecet
appendiceles notationssymboliquesÆ ÈóY¼ál 	Ê pour les opérateursH introduitesdansle chapitre1.
Commenousl’avonsdéjàaperçu,il existedeuxtypesdeséquencesdediffusion: leschaînesdi-
rectesqui nefont intervenir quedesdiffuseursdistincts,et leschaînesindirectesqui autorisentla
répétitiond’indicesnonconsécutifs.

La sériede Watsonpeuts’écrire formellementen regroupantles termesdécrivant le même
nombredediffuseursdistincts.En notationsymbolique,celadonne� ® «.î·¿ «.î

Ë
 ¿ ��� � «.î

Ë
î·¿å«.î

Ë
î
Ë
¿å«.î

Ë
î
Ë
î·¿<�����¿ «.î

Ë ¦Ý ¿ ��� � «.î
Ë
î9¦Ý ¿�«.î Ë ¦ Ë  ¿�«.î Ë ¦-î·¿å«.î

Ë
î
Ë ¦Ý�¿�«.î Ë ¦ Ë ¦ÝÌ¿�«.î Ë ¦-î9¦Ý ¿�«.î Ë î9¦ Ë  ¿g�����¿å«.î

Ë ¦-î Ë ¦Ý ¿Y�����¿<�����¿ «.î
Ë ¦ Î  ¿ ��� � «.î

Ë
î9¦ Î �¿�«.î

Ë ¦ Î ¦Ý�¿�«.î
Ë ¦-î Î  ¿�«.î

Ë ¦ Î
Ë
 ¿�«.î

Ë ¦ Ë Î  ¿�«.î
Ë ¦ Î î·¿å«.î

Ë ¦-î Î î· ¿�«.î
Ë ¦ Ë Î

Ë
Ì¿�«.î

Ë ¦ Î ¦-î·Ì¿Y�����¿å«.î
Ë ¦-î Ë ¦-î·ª�����¿<�����¿ «.î

Ë ¦ Î ×*b¿ �����¿ ����� Æ Ó YÉÈ�Ê
oùla sommationsurchaqueindiceestimplicite,etchaquelettrereprésenteuncentrediffuseurdif-
férent.Leschaînesdirectesformentla colonnedegaucheet leschaînesindirectescellededroite.
À partir d’unechaînedirectedonnée,on peutécrireuneinfinité dechaînesindirectesavecseule-
ment les centresdiffuseurscontenusdansla chaînedirecte.Une accoladeregroupel’ensemble
deschaînesindirectesgénéréesà partir de la chaînedirectequi setrouve à gauchedel’accolade.I}ÏLI



Ç PQP%$'&($ Ó Y"!(ØpÐ+Øp,Úò4Ñ/3Ò*-Ð$#ªDâò4,Úò-DpÑ7Øp,/3ÒqÚò4Ñ/3Ò*-Ð¬6pÑ���ØpÐ+*-.�ô�,76p.ü6pÐ�Ñ(��6�q�q7Ø�Ù�0+6pÐ+D�6�qQ��6ê��3&%õ0+q/3Ò*-Ð
Chaquelignedansl’accoladeregroupedifférenteschaînesindirectesayanttoutesle mêmenombre
dediffusions(c.-à-d.le mêmenombredelettres).

Danscetteannexe,nousnousproposonsdecompterle nombredeséquencesdediffusionque
contientchacunedeslignes.Dansla suite,uneséquencedediffusionquelconqueserareprésentée
parunesuited’indices

«.î ê ð î Ä ð������ ð î �  .� wÚy ' �O�õSG�Ú~�|��Ú|Qñ����x�Ì���GLOº�~��X����|�~��
– Chaînede base: Une chaînede longueur

×
est une séquencede

×
indices.La chaîne

de baseest une chaînene comportantque desindicesdifférents.Nous allons construire
l’ensembledeschaînesàpartir dechaînesdebase.

– Génération: Partantd’une chaînede base
«.î ê ð î9Ä§ð Å Å Å ð î �  , nouspouvonsgénérerunenou-

velleséquence
«.î ê ð î Ä ð Å Å Å î)( Ü ê ð�Û�ð î)(	ð Å Å Å ð î �  danslaquellel’indice ajouté

Û
appartientà l’en-

semble* î ê ð î9Ä§ð Å Å Å î �"+ . Cetteséquenceestunechaîneindirectequenousnommeronschaîne
depremièregénération issuedela chaînedebase

«.î ê ð î9Ä§ð Å Å Å ð î �  . Defaçonrécurrente,la sé-
quence

«.î ê ð îìÄ§ð Å Å Å Û-,âð î ( ð î ( Ã ê ð Å Å Å Û.,¥Ü ê ð î0/)ð î0/ Ã ê ð Å Å Å ð�Û ê ð î �  estunedescendantedela Z egéné-
rationdela chaînedebase

«.î ê ð î9Ä§ð Å Å Å ð î �  .
Touteslesséquencesdediffusionsdela sériedeWatsonpeuventmaintenantseconstruireàpartir
deschaînesdebase.� w�I 1[ÅRó32&~��B� �����7ó y5476%ñ�LB~RLO�õó#����|�~

– 8:9<;>=@?�A : B Í�¡§¦ Á�Í�¡*¤��-� � ¦ Ï ¤�ø�Á�Í�¡§� � ¡* 	¡* �� CFÍâ¤2� ���ED� 	¡§Í�¾Û�$�� �� � ¡2¤ù� ���â¤�ø �§Íâ�z� �7¤ ��¡éöó¡§Í�� ¡§�â�FXÏ	Î Ïó� ¤HG2�z÷û¡å�  ª¡§�â�Ú� Á�Í�¡2¤
. Celavient du fait quela matrice H résoutexactementle problèmeà

un diffuseur(cf. § 1.2).

– 8:9<;>=@?IAJA : K �ª÷ ¤ù 	¡�¦ Ï � ���â¤¥�&÷ Í��2�z� ���  �=ÉÍª�  ª¡2¤�� ¡§�� ªÏª�â�LD�¤2��¦²= ���� �� � ¡ÙÏMF·��Íâ�Xø Û ¡2¤¥��¡§�â�z÷û¡E¦ ¡2¤öó�§¤2� �z� ���â¤
Ë
¡2�
Ë
¿r¸ON�PRQ&STQ5«.î ê ð î9Ä§ð Å Å Å î ( ð�Û�ð î ( Ã ê ð Å Å Å ð î � �U D�Ï	¦ �	÷ ¤ Û  	�-� �¯Ï	ö	ö�Ï�÷ �·¡§�	��÷ à�¦?=¼¡§�â¤�¡§ÎWV	¦ ¡* î ê ð î9Ä§ð Å Å Å ð î ( Ü ê +YX La règleI implique évidementque

Û[Z\ * î ( ð î ( Ã ê + . On imposeque
Û�Z\* î ( ÃµÄ ð Å Å Å ð î �>+ pour éviterde compterdeuxfois cettechaîne.

«.î ê ð îìÄ§ð Å Å Å î ( ð î � ð î ( Ã ê ð Å Å Å ð î � 
esteneffet un descendantde la chaînede base

«.î ê ð î9Ä§ð Å Å Å î ( ð î � ð î ( Ã ê ð Å Å Å ð î � Ü ê  qui estune
chaînedebasedifférentede

«.î ê ð î9Ä§ð Å Å Å î ( ð î ( Ã ê ð Å Å Å ð î �  .
Partantde la chaînedebase

«.î ê ð î9Ä§ð Å Å Å ð î �  , lesdescendantssontgénérésenajoutantun indice
Û

auxpositions
«��l¿í¸�

,
�

,
«�� ¶d¸�

, Å Å Å , 4 ou 3. AppliquantlesrèglesI et II,
Û

estchoisisucces-
sivementdanslesensembles* î ê ð î9Ä§ð Å Å Å ð î � Ü ê + , * î ê ð î9Ä§ð Å Å Å ð î � Ü�Ä + , Å Å Å , * î ê ð îìÄ + et pour la position
3,
Û

estidentifiéà
î ê . Le nombredechaînesde1regénérationainsicrééesestÐ ê ® «��l¶ ¸�L¿�«��l¶ Á L¿�«��l¶��	L¿g������¿ Á ¿d¸ã® ¸Á �Ò«��l¶ ¸�¯® � Ü ê± ÿ ³ ê î Å Æ Ó Y¼á	Ê

� w�� 1[ÅRó32&~��B� �����7ó I 6 ñ�LB~RLO�õó#����|�~
Pouréviterle doublecomptage,nousdevonsdéfinirdeuxrèglessupplémentaires.

– 8:9<;>=@?OAJA]A : ����Í	÷¥�-� ÏsÁ�Í�¡  ª¡2¤�� ¡§�� ªÏª�â�� �=ÉÍ	� ¡)�-� Ï_^9� ¡) 	¡Q¦ Ï��¾�	÷ ÎQ¡ «.î ê ð î9Ä§ð�������ð î ( Ü ê ð�Û�ð î ( ð�������ð î �  D¦ ¡l� ��Í�� ¡§¦ ���� �� � ¡ Í  	�-� �OG2�&÷à¡ ö	¦ Ï�� ø àùúªÏªÍ��-��¡  	¡ Û X Les chaînesde secondegénérationse-
ront de la forme

«.î ê ð î Ä ð������ ð î0/ Ü ê ð�Í5ð î0/-ð������Lð î)( Ü ê ð�Û�ð î@(óð�������ð î �  où
Û \ * î ê ð î Ä ð�������ð î@( Ü�Ä + etI}Ï-`



Ó Y ÝYÝPn*-.}ô�,76Ô��61D7×�ò]aÒÐ+6�q���6Ô2àò ZTb ý�ØpÐ+Øp,Úò4Ñ/3Ò*-ÐÍ \ * î ê ð î9Ä§ð������ ð î0/ Ü�Ä + . Cetterèglepermetd’éviter le doublecomptagedû à la permutation
possiblede

Û
et
Í
.

– 8:9<;>=@?�Adc :
À¯Ïª�â¤£¦ ¡��âÏâ¤åö Ï�÷à�Ú� �§Í	¦¼� ¡§÷¯�fe Í  ª¡¥�ª÷ûÏ	� ��G2�z÷à¡ ö	¦ Ï�� øgFÚÍ�¤¥�·¡ à úªÏ	Í �-��¡£ 	¡ Û D Í ¤�¡§÷ûÏ¡§�h� Ï	� ��ö	¦ Ï � øgFzÍâ¤¥�X¡ à  Ý÷à�-� �X¡£ 	¡ Û

. Ceci pour éviter de changerles valeurspossiblesde
Û
.

En effet,
«.î ê ð î Ä ð������ ð î)( Ü ê ð�Í5ð�Û�ð î@(	ð������Lð î � ji Û \ * î ê ð î Ä ð�������ð î@( Ü ê + et

Í \ * î ê ð î Ä ð������Lð î)( Ü�Ä +
alorsque

«.î ê ð îìÄ§ð�������ð î ( Ü ê ð�Û�ð�Í5ð î ( ð������ ð î �  laisse
Û

dansl’ensemble* î ê ð î9Ä§ð������Lð î ( Ü�Ä + et
Í \* î ê ð î9Ä§ð������ ð î ( Ü ê + . Cetterèglefacilite le dénombrement.

Leschaînesdela 2egénérationsontconstruitesàpartirdeschaînesdela 1regénération.Partantdes
chaînesdela forme

«.î ê ð îìÄ§ð�������ð î � Ü ê ð î � ð�Û0 où
Û \ * î ê ð î9Ä§ð�������ð î � Ü ê + , lesdescendantssontobtenus

par l’ajout de
Í

auxpositions
«�� ¿ Á 

,
�

,
«�� ¶!¸�

, Å Å Å ,4 et 3 dela chaîne
«.î ê ð î Ä ð������Lð î � Ü ê ð î � ð�Ûµ .

Pourchacundecesdescendants,
Í

estchoisidansunensembledifférent.Pour
Í

enposition
� ¿ Á

,
i.e.

«.î ê ð îìÄ§ð�������ð î � Ü ê ð î � ð�Û ð�Í� , Í \ * î ê ð î9Ä§ð�������ð î �"+ ¶ * Û + donnant
«�� ¶!¸� Ä

chaînedifférentes.PuisÍ
est déplacévers la gauche.Il y a

«��ï¶ ¸�Wkd«��ï¶ Á 
possibilitésde placer

Í
en position

�
,

i.e.
«.î ê ð î9Ä§ð�������ð î � Ü ê ð�Í5ð î � ð�Û0 . Et ainsi de suite jusqu’àce que

Í
soit en position3, où

Í \ * î ê + ,
cequi donne

«�� ¶�¸�gk ¸
chaînesdifférentes.Finalement,les

«�� ¶�¸�
chaînesde1regénération«.î ê ð î9Ä§ð�������ð î � ð�Ûµ génèrent

«�� ¶ ¸��k * «��l¶ ¸�0¿d«�� ¶ Á 0¿������ ¿!¸ + ® «�� ¶ ¸� Ä �Þw Á
descendants.

Par la mêmeprocédure,les
«��r¶ Á 

chaînesde premièregénération
«.î ê ð î9Ä§ð������Úî � Ü�Ä�ð î � Ü ê ð�Û�ð î � 

génèrent
«�� ¶ Á 3k * «��Ù¶ Á �¿�«��l¶��	L¿Y�����§¿d¸ + ® «��l¶ Á  Ä «��l¶�¸�/w Á

descendants.
Et finalement,la chaîne

«.î ê ð î9Ä§ð�Û�ð������ ð î �  génèrȩ
Ä k Á w Á ®m¸

descendant.
Regroupanttoutescescontributions,le nombretotal dedescendantsà la 2egénérationestÐ�Ä ® ¸Á «��Ù¶ ¸� Ä �ù¿ ¸Á «��l¶ Á  Ä «��l¶ ¸�L¿ ¸Á «�� ¶��	 Ä «��l¶ Á L¿Y�����§¿ ¸Á «X¸� Ä « Á 

® ¸Á � Ü ê± ÿ ³ ê î Ä «.î5¿d¸�Ò® � Ü ê± ÿ ³ ê î
ÿ±( ³ ê
Ë
Å Æ Ó Y¼ñ	Ê

� w�¸ l |%SnmR�µ�����Ô�õÅRó32&~��B�í�����7ópo"6nñQLB~RLO�õó#���Ú|�~
On peutcompter, par récurrence,le nombrede chaînesqui peuvent être forméesà partir d’une
chaînedebase

«.î ê ð î Ä ð������Lð î �  enajoutantZ indiceschoisisdans* î ê ð î Ä ð������ ð î � + , enaccordavecles
règlesdéfiniesci-dessus.Notons

Ð � « Z  le nombrededescendantsà la Z egénérationd’unechaîne
debasedelongueur

�
.

On remarqued’abordquele nombrededescendantsà la Z egénérationd’unechaîne
«.î ê ð î9Ä§ð�������ðî ( Ü ê ð�Û�ð î ( ð�������ð î �  est le mêmeque le nombrede descendantsà la Z egénérationde la chaîne«.î ê ð î9Ä§ð�������ð î ( Ü ê ð�Ûµ du fait dela règleIII.

Onsupposequele nombrededescendantsà la
« Z ¶ï¸� egénérationd’unechaînedelongueur

�
est

donnépar Ð � « Z ¶ ¸�Ò® � Ü ê±Ì ÿ ³ ê Î ê Ì ÿ±Ì � ³ ê Î Äù����� Ìrq
¯ �±Ìrq ¯ ÿ ³ ê Î ,�Ü ê Å Æ Ó Y )Ê

Le nombrededescendantsà la Z egénérationd’unechaînedelongueur
�

estla sommedeschaînes
descendantà la

« Z ¶�¸� egénérationde chaînesde la 1regénération.Autrementdit,
Ð � « Z  estle

nombrededescendantsà la
« Z ¶�¸� egénérationdeschaînes«.î ê ð î9Ä§ð�������ð î � ð�Ûµ avec

«��l¶ ¸�
choix pour

Û
dans* î ê ð î9Ä§ð������Lð î � Ü ê +¿ «.î ê ð î9Ä§ð�������ð î � Ü ê ð�Û�ð î �  avec

«��Ù¶ Á 
choix pour

Û
dans* î ê ð î9Ä§ð�������ð î � Ü�Ä +¿ «.î ê ð î Ä ð�������ð î � Ü�Ä ð�Û�ð î � Ü ê ð î �  avec

«��l¶��	
choixpour

Û
dans* î ê ð î Ä ð�������ð î � Ü è +I}Ïª#



Ç PQP%$'&($ Ó Y"!(ØpÐ+Øp,Úò4Ñ/3Ò*-Ð$#ªDâò4,Úò-DpÑ7Øp,/3ÒqÚò4Ñ/3Ò*-Ð¬6pÑ���ØpÐ+*-.�ô�,76p.ü6pÐ�Ñ(��6�q�q7Ø�Ù�0+6pÐ+D�6�qQ��6ê��3&%õ0+q/3Ò*-Ð
¿ Å Å Å¿ «.î ê ð î9Ä§ð�Û�ð î è ð�������ð î �  avecle seulchoix

Û ® * î ê + .
Le nombrededescendantsestdoncÐ � « Z  ® «��l¶ ¸�skÙÐ � « Z ¶�¸�L¿�«��l¶ Á 3k Ð � Ü ê « Z ¶ ¸��¿ �����#¿d¸Ok Ð�Ä	« Z ¶ ¸�® � Ü ê±Ñ ³ ê ×ÙÐ Ñ#Ã ê « Z ¶�¸�zð Æ Ó Y! 	Ê
qui s’écrit,étantdonné(B.4),Ð � « Z B® � Ü ê±Ì ÿ ³ ê Î ê Ì ÿ±Ì � ³ ê Î Ä ����� Ìrq

¯ �±Ìrq ¯ ÿ ³ ê Î ,¥Ü ê Ìrq
¯ ÿ±Ì q ³ ê Î , Å Æ Ó Y!;	Ê

La proposition(B.4) estvérifiéepour Z ®�¸§ð Á
, et parconséquentelle vraiequelquesoit

�
. De là,

on peuten déduirela doublerelationderécurrencedonnantle nombretotal de descendantsà laZ egénérationd’unechaînedebasedelongueur
�

.���	���{Éó��Ê��Ò�������ª�	���������������
Nousdonnonsici quelquesrelationsde récurrencevérifiéespar

Ð � « Z  , et quelquesconven-
tionsdestinéesàgénéraliserl’expressionÆ ÓQY!;	Ê .

–
Ð ´ « Z ¯®gbut Z . Il n’existepasdedescendantpourunechaînedelongueurnulle.

–
Ð ê « Z ¯®gbut Z ` ¸

. La chaîne
«.î ê  n’a pasdedescendant.

–
Ð � «�bª¯®m¸vtª��` ¸

. La génération0 estla chaînedebase.

Desrelations(B.5) et (B.6), il vientÐ � « Z e® Ð � Ü ê « Z L¿�«��l¶ ¸�·Ð � « Z ¶ ¸� Æ Ó Y?>§ò	ÊÐ � « Z e® ,± ÿ ³µ´ «��l¶�¸� ,¥Ü ÿ Ð � Ü ê «.î· Å Æ Ó Y?> ô�Ê
La formule(B.7b)découledirectementde(B.7a).� w�Ä w-~ã���O�{PG�{LÌ�ªóO����|�~e�B~ ���O� SG�B����� ñQ�{óôPÆÅ��B�
Leschaînesdebasesontleschaînesdirectesqui serventà la resommationdupropagateurmoyen,
etqui contribuentaupremierordreendensitéà l’énergie propredecelui-ci.Lesdifférentsdescen-
dantssontdesséquencesdediffusionautorisantla répétitiond’indices,formantdesbouclesdans
lesdiagrammesdeFeynman(voir la figure1.1).La générationdudescendantestreliéeaunombre
debouclesdu graphedeFeynmanassocié.Le nombre

Ð � « Z  estle nombredegraphescontenant�
diffuseursdistinctset Z boucles,c.-à-d.décrivant

� ¿ Z diffusions,apparaissantdansla sériede
Watson.Lesgraphesdénombrésnesontdoncpasnécessairementirréductibles.� w�ì l |%SnmR�µ�����Ô�õÅRó32&~��B�í������|�~GñQÈ��'È1�yx
Jusqu’ici,nousavonsconsidérélenombredechaînesdescendantàla Z egénérationd’unechaînede
base

«.î ê ð î Ä ð�������ð î �  . Dansun milieu composéde
Ð

diffuseurs,nouspouvonschercherà compterI}Ï�J
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le nombrez � dechaînesdelongueur

�
quel’on peutformeràpartirde

Ð
centresdiffuseurs.Pour

unechaînede longueur
�r«�Û ê ð�Û�Ä�ð�������ð�Û �  , il y a

Ð
choix pour

Û ê , «7Ð ¶d¸�
choix pour

Û�Ä
, Å Å Å ,«7Ð ¶�¸�

choix pour
Û � . Ce qui donnez � ® Ðï«7Ð ¶�¸�9� Ü ê

façonsde construireunechaînede
longueur

�
avec

Ð
indices.

Nousmontronsquecenombreestretrouvéenutilisant le dénombrementdesdifférentstypesde
chaînes.Il y a {�|� ®dÐ º w�«7Ð ¶ �  º façonsdechoisirunechaînedebasedelongueur

�
. Maiscene

sontpaslesseuleschaînesdelongueur
�

. Leschaînesdescendantà la Z egénérationd’unechaîne
debasedelongueur

«��£¶ Z  sontaussidelongueur
�

. Pourcelles-ci,il y a { |� Ü>, façonsdechoisir
la chaînedebase,cequi donne{ |� Ü>, k}Ð � Ü>,�« Z  façonsdeconstruireceschaînes.Le nombretotal
dechaînesdelongueur

�
estalorsobtenuenprenanttoutesleschaînesdebasepossibles.z � ® { |� ¿ { |� Ü ê Ð � Ü ê «X¸��¿ { |� Ü�Ä Ð � Ü�Äó« Á  ¿������§¿ { |Ä Ð�Ä	«��l¶ Á L¿ { | ê Ð ê «��l¶ ¸�® � Ü ê± ÿ ³µ´ { |� Ü ÿ Ð � Ü ÿ «.îX Å Æ Ó Y!E	Ê

Enutilisantlesrelations{ |� ®Y� º k~} | ��� et
} | �.� ®�} | Ü ê�[� ¿[} | Ü ê� Ü ê � avec

} | �.� ® |u�è | Ü � ë � � � , on a

z � ® � Ü ê± ÿ ³µ´ «��l¶�îX º"� Ð ¶ ¸�l¶�î�¶ ¸T� Ð � Ü ÿ «.î·�¿ � Ü ê± ÿ ³µ´ «��l¶éî· º"� Ð ¶ ¸�l¶�î>� Ð � Ü ÿ «.îX
® � � Ü ê± ÿ ³µ´ «��l¶éî· º � Ð ¶�¸�l¶éîL¶ ¸T� Ð � Ü ÿ Ü ê «.îX

¿ � Ü ê± ÿ ³µ´ «��l¶éî�¶ ¸�2«��Ù¶EîX º"� Ð ¶�¸�l¶�î ¶ ¸ � Ð � Ü ÿ «.î ¶ ¸�J�
¿ � � Ü ê± ÿ ³µ´ «��l¶�î· º � Ð ¶ ¸�l¶�î � Ð � Ü ÿ Ü ê «.î·
¿ � Ü ê± ÿ ³µ´ «��l¶éî�¶ ¸�2«��Ù¶EîX º � Ð=¶ ¸� ¶éî � Ð � Ü ÿ «.î ¶ ¸�J�

où la formule(B.7a)a étéutiliséedansla dernièreégalité.Aprèsréarrangementdesindices,nous
obtenonsfinalementla réponsecherchée.

z � ® «7Ð ¶ ¸� � Ü�Ä± ÿ ³µ´ { |� Ü ÿ Ü ê Ð � Ü ÿ Ü ê «.î·® «7Ð ¶ ¸� z � Ü ê ® «7Ð ¶�¸� � Ü ê z ê ®dÐï«7Ð ¶ ¸� � Ü ê Å Æ Ó Y!c	Ê
C.Q.F.D.

I}Ï{"





f ghgjilkmi �
� ` � 
y� pru=t a � � u p��� � s?t���íp a �
1íwzy w�~��{L'ñô�{ó����x����mÆó����

���n� Ã °´ �"� Ü êL� �� ÄH� � Ä������ �� ÿ ³ ê5�f� °L� �-  ÿ¢¡ � Ñ � �-£ ¡J¤ ¥M¦¨§)©«ª
Cetteintégraleapparaîtlorsquel’on aaffaireàdesproduitsdematricesH . La dernièrefonctionde
BesselestséparéeendeuxfonctionsdeHankel à l’aide desdéfinitions Æ7Ç Y¼ñ	Ê . L’intégrale

½
peut

alorss’écrire ½�® ¸Á ü Ã °´ ¦ � Ü ê 
�¦¿ Ä ¶�¦ Ä ¿ïîM¬ �ÿ ³ ê ¨ � ° «�¦�y ÿ s®ûçéèàêìëÑ «�¦�§}�¿Ûç�è Ä ëÑ «�¦�§}0¯ Å
En utilisantla propriétédeparité Æ7Ç Y!E	Ê dela fonctiondeHankel, on montreque

ü Ã °´ ¦ � Ü ê 
�¦¿ Ä ¶�¦ Ä ¿ïîM¬ �ÿ ³ ê ¨ � ° «�¦�y ÿ ·ç è Ä ëÑ «�¦�§}
® «·¶}¸� � Ã5Ñ#Ã�°²±°R³ ÿ � ° ü

´
Ü °

¦ � Ü ê 
}¦¿ Ä ¶<¦ Ä ¿ïîM¬ �ÿ ³ ê ¨ � ° «�¦�y ÿ ·ç èûêìëÑ «�¦�§} Å
Ainsi, lorsque


 ¿ï× ¿µ´ �ÿ ³ ê·¶ ÿ estun nombrepair, l’intégrale
½

devient

½�® ¸Á ü Ã °Ü °
¦ � Ü ê 
}¦¿ Ä ¶<¦ Ä ¿ïîM¬ �ÿ ³ ê ¨ � ° «�¦�y ÿ ·ç èûêìëÑ «�¦�§} Å

Le contourdela figureC.1estutilisépourcalculercetteintégrale.I}Ï0K
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Γ

γ

rη

k

º3»)¼3½ MQYÉÈ¿¾ÁÀ�ÂÄÃ"Å¢ÂÄÆÈÇWÉËÊ Ì@Ã"Å0ÍÏÎÄÇ�Ð«ÅÑÌÏÂÄÃ-Ò
Ó��ÞÉ§�	^W���{É	��Ê�� �-���ÕÔ

Dansun premiertemps,l’intégrale sur le granddemi-cerclenoté » estévaluée(
¦d® ¹ þ ÿ � ,� \ F b�ð¼Ø{H et ¹×Ö ¿ÙØ

).

ü<Ú ¦ � Ü ê 
}¦¿ Ä ¶<¦ Ä ¿ïîM¬ �ÿ ³ ê ¨ � ° «�¦�y ÿ ·ç èûêìëÑ «�¦�§}
® ü ý´ 
�� î ¹ � þ ÿ � �¿ Ä ¶ ¹ Ä þ Ä ÿ � ¿ïîM¬ �ÿ ³ ê ¨ � ° « ¹ y ÿ þ ÿ � ·ç èàêìëÑ « ¹ § þ ÿ �  Å

Enprenantle développementasymptotique(A.10)desfonctionsdeBesseletennégligeant
¿ Ä ¿�î�¬

le dénominateur, onobtient

ü Ú ¦ � Ü ê 
�¦¿ Ä ¶�¦ Ä ¿ïîM¬ �ÿ ³ ê ¨ � ° «�¦�y ÿ ·ç èàêìëÑ «�¦�§}
®!î ¹ � Ü � � Ä&Ü ê9� ÄÛ �ÿ ³ ê Â y ÿ Â § « Á w�Ø� ±

³ ÿ� k�¸Cw Á � k ü ý´ 
�� þ ÿ � è � Ü � � Ä&Ü ê9� Ä ë¶ ¹ Ä þ Ä ÿ � k�ÿ ³ ê À þâÿ è
²�Ü ° ® °ÞÝ Ü � ° ý � Ä&ÜÝý ��ßÚë�¿ þ Ü ÿ è ²�Ü ° ® °ÞÝ Ü � ° ý � Ä&ÜÝý ��ßÚë Â k þ ÿ è ²�àª® °rÝ ÜÝÑ�ý � Ä&ÜÝý ��ßÚë®Iáãâ4� ZJä k ¹ � Ü � � Ä&Ü ê9� Ä k ü ý´ 
�� þ ÿ � è � Ü � � Ä&Ü"å � Ä ë¹ Ä k�ÿ ³ ê À þ ÿ
²�Ü °Læ0ç ��� Ü ²èÜ ° �����+� ¿ þ Ü ÿ ²�Ü °Læ0ç ��� Ã ²èÜ ° �����	� Â k þ ÿ ²éà æ¢ç ��� Ü ²éà �����+�

®Iáãâ4� ZJä k ¹ � Ü � � Ä&Ü"å � Ä k ü ý´ 
�� þâÿ � è � Ü � � Ä&Ü"å � Ä ë þâÿ ² æ¢ç ��� è Ü °¨±°R³ ÿ Ü ° Ã à ë Ü ² �����+� è Ü °ê±°ë³ ÿ Ü ° Ã à ë Å
PuisqueÖ�Þ ß ��d b

et ¹ìÖ ¿ÙØ
, cetteintégraletendverszérosi

§ dí´ �ÿ ³ ê y ÿ . Dansle casoù§ ® ´ �ÿ ³ ê y ÿ , la contributiondececontourrestenulletantque

ü|í«��Ò¿ j /w Á . À deuxdimensions,

cettedernièreconditionesttoujoursvérifiée. I}Ï�]
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�ì�ÞÉ§�	^W���{É	��Ê��í�4���ìî

Calculonsla valeurdel’intégralesurle petit demi-cercle
f

(
¦ù®ðï þ ÿ �

).¨*® ü<ñ ¦ � Ü ê 
�¦¿ Ä ¶�¦ Ä ¿ïîM¬ �ÿ ³ ê ¨ � ° «�¦�y ÿ ·ç èàêìëÑ «�¦�§}
® ü

´
ý 
�� î0ï � þ ÿ � �¿ Ä ¶òï Ä þ Ä ÿ � ¿rîM¬ �ÿ ³ ê ¸¶ ÿ º � ï�y ÿ þ ÿ �Á � �

° ç èàêìëÑ «@ï}§ þ ÿ �  Å
Remarquonsque ¶ ÿ peutêtrepositif ou négatif.Dansle calculsuivant,on prendra¶ ÿ dYb

. Le cas
où ¶ ÿ |�b

fait apparaîtreun facteur
«·¶}¸� � ° . Lescas

× ® b
et
× d:b

sonttraitésséparémentcar

le pôlede
ç èûêìëÑ «7¬)

en
¬�®gb

estdifférentselonle cas.��÷à¡§Î}� ¡§÷0�âÏ�¤$ó ×=®Yb
¨õô ü

´
ý 
�� î¢ï � þ ÿ � �¿ Ä ¶òï Ä þ Ä ÿ � ¿ïî�¬ �ÿ ³ ê ¸¶ ÿ º � ï�y ÿ þ ÿ �Á � �

°sö ¸Ò¿ Á îØ « e ß «@ï}§ þ ÿ � w Á L¿�f00÷ôIáãâ4� ZTä k�ï � Ã�° ±°R³ ÿ � ° k ü
´
ý 
�� þâÿ � è � Ã�° ±°R³ ÿ � ° ë

ö ¸�¿ Á îØ « e ß «@ï}§1w Á  ¿�f0Ì¶ Á ��w�Ø-÷
i ¨ Ö b

si

 ¿ �± ÿ ³ ê ¶ ÿ d[b ÅÀB¡§Íp¾ª� �§ÎQ¡R�âÏâ¤$ó × d b

¨õôIáãâ4� ZTä k�ï � Ã °ê±°R³ ÿ � ° k ü
´
ý 
�� þ ÿ � è � Ã °ê±°R³ ÿ � ° ë

ö ¸× º � ï�§ þ ÿ �Á � Ñ ¶ îØ¯«.× ¶ ¸� º �
Áï}§ þ ÿ � � Ñ ÷ôIáãâ4� ZJä k�ï � Ã °ê±°R³ ÿ � ° ÜÝÑ k ü

´
ý 
�� þ ÿ � è � Ã °ê±°R³ ÿ � ° ÜÝÑ ë

i ¨ Ö b
si


Q¿ �± ÿ ³ ê ¶ ÿ d × Å
Pourfinir, lescasoù

×
ou ¶ ÿ sontnégatifsimposentla relationsuivantepourquel’intégrale

convergeverszéro. 
 ¿ �± ÿ ³ ê x ¶ ÿ x�d x ×�x Å� ���-�©��Él�{É
Decescalculs,ondéduitquel’intégrationsurl’axe réelestégaleà l’intégrationsurle contour

fermépourvuquelesconditionssuivantessoientvérifiées.��  
 ¿ï× ¿ ´ �ÿ ³ ê ¶ ÿ ® ÁLø ø \õù§vdð´ �ÿ ³ ê y ÿ
 ¿ ´ �ÿ ³ ê x ¶ ÿ x}d x ×�x Å Æ MQY¼á	Ê
I}Ï�^
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Lorsque

§ ®�´ �ÿ ³ ê y ÿ , il fautenplusque

ü|í«�� ¿ j /w Á . Le théorèmedesrésidusdonnealors

ü Ã °´ ¦ � Ü ê 
}¦¿ Ä ¶�¦ Ä ¿ÛîM¬ �ÿ ³ ê ¨ � ° «�¦�y ÿ Ú¨	Ñ�«�¦�§}¯® ¶�î Ø Á ¿ � Ü�Ä �ÿ ³ ê ¨ � ° «�¿«y ÿ ·ç�èûêìëÑ «�¿�§} Å Æ MQY¼ñ	Ê1íwJI vvÈ �ª�5�B�í��~ã�ªL'ñô�õó����B�:È}�������B�ú ���Ò�+��� �9�ì�s�{É	��Ê �
Cettesectiondonned’autresintégralesrencontréesaucoursdu texte etdérivantdu résultatdu

paragrapheprécédent.Unegénéralisationimmédiateest

ü Ã °´ ¦ � Ü ê 
}¦«�¿ Ä ¶�¦ Ä ¿ïîM¬&�û �ÿ ³ ê ¨ � ° «�¦�y ÿ Ú¨	Ñ�«�¦�§}®ãî9Ø «·¶�¸� û«ÑüQ¶ ¸� º e Þ¹ý/7þÙÿ Ã ÿ�� 
 û Ü ê
�¦fû Ü ê ® ¦ � Ü ê«�¦ ¿ ¿x¿ÛîM¬z�û �ÿ ³ ê ¨ � ° «�¦�y ÿ ·ç èàêìëÑ «�¦�§} ¯ ð Æ MQY )Ê
aveclesmêmesconditions(C.2).� ��Él���r�ì�UÉó�+^U��� ���
ü 
�ç þ ÿ5´4µ Ã ÿ Ñ ��·¿ Ä ¶�¦ Ä ¿ïî�¬ ¨	Ñ�«�¦�y�¯® ü Ã °´ ¦�
}¦¿ Ä ¶�¦ Ä ¿ÛîM¬ ¨	Ñ�«�¦�y� ü ÄXý´ 
��]/ þâÿ / ² æ0ç � è � · Ü � ¶ ë Ã ÿ Ñ � ·

® Á Ø þ ÿ Ñ è ý � Ä�Ã ��¶ ë ü Ã °´ ¦�
�¦¿ Ä ¶�¦ Ä ¿ïîM¬ ¨	Ñ�«�¦�y�Ú¨	Ñ�«�¦ ¹ ®!¶éî9Ø Ä þ ÿ Ñ è ý � Ä�Ã ��¶ ë ¨ Ñ «�¿�y�·ç èàêìëÑ «�¿ ¹  Å Æ MQY! 	Ê
si lesconditions(C.2)sontvérifiées.1íw9� ' �µ|���� ���]SG�B~�����|�~��Ó��ÞÉ§�	^W��� ���<�������0�4�

D’aprèslesdéfinitions(A.20),(A.21)et (A.22)desfonctionsdeBesselsphériquesenfonction
desfonctionsdeBesselcylindriques,l’intégrale

ü Ã °´ ¦ � Ü ê 
�¦¿ Ä ¶�¦ Ä ¿ïîM¬ �ÿ ³ ê
Ë
� ° «�¦�y ÿ 

Ë
Ì «�¦�§}

peutêtreévaluéesi lesconditions��  
R¿d¸�¿ Î ¿ ´ �ÿ ³ ê ¶ ÿ ® ÁLø ø \õù§v`ð´ �ÿ ³ ê y ÿ
�¶ ¸�¿ ´ �ÿ ³ ê ¶ ÿ d Î Æ MQY!;	Ê
IÝK��
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sontvérifiées,Î et ¶ ÿ étanttoujourspositifs.Si

§ ® ´ �ÿ ³ ê y ÿ , il fautenplus

 | ��¿��

. Onaalors

ü Ã °´ ¦ � Ü ê 
}¦¿ Ä ¶<¦ Ä ¿ïîM¬ �ÿ ³ ê
Ë
� ° «�¦�y ÿ 

Ë
Ì «�¦�§}¯® ¶ Ø Á ¿ � Ü�Ä �ÿ ³ ê

Ë
� ° «�¿«y ÿ 

Ú è Ã ëÌ «�¿�§} Å Æ MQY?>óÊ
Remarque: il faututiliser

Ë
Ì «7¬)¯® « Ú è Ã ëÌ «7¬)Ì¶ Ú è Ü ëÌ «7¬)¥/w Á î

.ú ���Ò�+��� �9�ì�s�{É	��Ê �
D’une façongénérale,pourlesmêmesconditions,on a

ü Ã °´ ¦ � Ü ê 
�¦«�¿ Ä ¶�¦ Ä ¿rî�¬z�û �ÿ ³ ê
Ë
� ° «�¦�y ÿ 

Ë
Ì «�¦�§}

® Ø «·¶}¸� û«Ñü ¶ ¸� º e Þ ý/7þÙÿ Ã ÿ�� 
 û Ü ê
�¦fû Ü ê ® ¦ � Ü ê«�¦}¿�¿ ¿ïîM¬&�û �ÿ ³ ê
Ë
� ° «�¦�y ÿ 

Ú è Ã ëÌ «�¦�§} ¯ ð Æ MQY!E	Êü
étantunentierstrictementpositif.

IÝK5I
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 Bq � t��� � un��Fo ` � s �?p a q  a p � a pïq a � a tBu
q un�ép� ��a � a � �� s���Fo `

Le termeÃ °±Ñ ³ Ü °
þ ÿ Ñ è ¨� Ü	¨�� ë�� ü Ä ¶�¿ Ä« ø Ä ¶�ü Ä  «Ñü)¨	Ñ�« ø y�Ú¨	Ñ�Ü ê «Ñü-y� ¶ ø ¨	Ñ�Ü ê « ø y�Ú¨	Ñå«Ñü4y�¥�� Æ m��ÉÈ�Ê

apparaissantdansla matrice� àdeuxdimensionssemetsousla forme��������� �! �" �$#&%�'(��% �*) ü,+.-!/0+1 2�3465 �87:9�;=< 5 �87?>,;=<@;BAC;D > + -E/ +1 2 34 ;BA=; �����.��� �  �" �$#&% ' ��% � ) 5 � 7:9�;=< 5 � 7?>,;=<D > +�-E/0+1�F G -IH F + 2KJ L ��M J 34 N A N 5 4 7 N <D 7?> + -E/ + < 5�O 7 F G -!H F 1 <F G -IH F P Q?R �TSCU
à l’aide desrelations(A.12) et (A.13).

q-p

φ

φψ

q

p Le théorèmed’additiondesfonctionsdeBessel(A.13)
permetd’écrire��� ��������� �! " �V% 5 � 7:9 1 < 5 �W� O 7?> 1 < D -  � "YX 5 O 7 F G -EH F 1 < P
où Z D Z\[ - Z^] et _ D Z`] - Z M=� L . LesrelationsacbCd�_ DM=#&M=� L )] J MC� L�J et d*egf._ D [ihkjml %J M=� L�J permettentd’écrire la phasesous
la forme -  � "YX D - H 7 Hn- G <> F Ho- GpF$qsr 9 dtegfWZF Ho- G.Fvu Q?R �TwCU

Replaçantcesexpressionsdansla matrice� , celle-cisesimplifie pourdonnerl’équation(2.18).
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Le but decetappendiceestdecomparerlesdeuxfaçonsd’effectuerla moyenned’ensemble:
prendrela moyenneavantou aprèsla sommationsurlesimpulsionsintermédiaires. ¢¡*£ ¤¦¥¨§�§�©«ª`¬.ª^t¥W®�¯±°�²�*®$ª`³�´pµ`¬pª^t¥W®8²

La moyennedela séquencedediffusion 7 rk¶ < s’écrit7 r·¶ <¹¸ �:ºB» 2 A=¼ "½ 2 A=¼�¾½ ¿?À�Á F � " 7?Â8< F ÀÄÃCÅÇÆ # � )4 7?Â P ÀÄÃ < ¿?ÀÄÃ F � ¾C7?Â8< F ÀÈÅD É½ + � ºÊ» ¿?À Á F � 7?Â�< F ÀÄÃÊÅc¿?ÀÄÃ F � 7?Â�< F ÀÈÅÂ - Â$Ë�Ì qsrÎÍ 2 A=¼ " 2 AÏ¼8¾  � " #
º(Ð � ºB» )gÑÓÒ � " #

ºÊ» � º )gÑÈÔ u Q?ÕWÖ�× U
Enchangeantdevariablesd’intégration,lesintégralessurlespositionsdonnent

2 AÏ¼ " ¾ 2 A=¼  � " #
º Ð � º )ØÑ � " # +

º » � º � º Ð )ØÑÓÒ ÔÚÙ +
D 7ÜÛÊÝÈ< +�Þ 7 À - À Á < 2�ß+ 3 N " ¾�A N " ¾(ÛÊÝ 5 4 7 F ÀÄÃ

- À F N " ¾(< u Q?ÕWÖ SCU
Il y a deuxfaçonsdepoursuivre: passerauxlimites 1nàâá et ã à�ä maintenantou à la fin des
calculs.Enprenantleslimites àcestadeducalcul,nousobtenons

2 A=¼ " ¾ 2 A=¼  � " #
º(Ð � º )gÑ � " # +

ºÊ» � º � º(Ð )gÑ¹Ò ÔÚÙ +D 7ÜÛÊÝÈ<@å Þ 7 À - À Á < Þ 7 ÀÄÃ - À < P Q?ÕWÖ wCU
cequi donneaussitôt 7 rk¶ < D 7ÜÛÊÝÈ< +½ Þ 7 À - À Á < ¿?À F � 7?Â�< F ÀÈÅ +Â - Â¨Ë qsrÎÍ u Q?ÕWÖ æ Uxiyiç
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C’est la méthodeemployéeparEdwards[27], Kohnet Luttinger [51] et lesauteursqui ont suivi
[93, 57]. Le deuxièmetermede la sériedeWatsonmoyennéede l’équation Qv×BÖ S��CU du chapitre1
estretrouvé.Aveccetteprocédure,lesmatrices� sonttotalementdécoupléeset apparaissentsim-
plementsousformedeproduits.Nousallonsvoir quecen’estpasle cassi lespotentielsont une
taille finie. Pourcela,il faut d’abordeffectuerl’intégration de l’équation(E.2) avec un rayon 1
fini. En utilisant le théorèmed’addition (A.13) desfonctionsdeBessel,5 4 setransformeenune
sommedeproduitsdefonctionsdeBesselet l’intégralede(E.2)s’écrit2 ß+ 3 N " ¾�A N " ¾ 5 4 7 F ÀÄÃ

- À F N " ¾,<D � �  �" �W#�� Ì ��� ) 2 ß+ 3 N " ¾�A N " ¾ 5 �87
	 O N " ¾�< 5 �ñ7
	 N " ¾,<D � �  " �W#�� Ì ��� )�� 	 + O - 	 + 7
	 5 �ñ7
	 O  < 5 �W� O 7
	  < - 	 O�5 �$� O 7
	 O  < 5 �ñ7
	  <Ç<���� � ß� � + 3 u Q?ÕWÖ�� U
Remarquonsquenousavonsici uneexpressionpourla distribution deDiracà2D enséried’ondes
partielles: en prenantles limites 1�à á et ã à ä , la dernièreégalitédonne ÛÊÝ Þ 7 ÀÄÃ - À < .
Replaçantcetteexpressiondans(E.1), la moyenne 7 r·¶ < s’écrit7 rk¶ < D 7ÜÛÊÝÈ<��½ + 7�� +Û�� ½ < + Þ 7 À - À�Á < � � � � Ì � ��� � ºB»  �" � Ì #��Ú��� Ì )  �" � � #�� Ì ��� )  �" �W#�� Ì ��� )� ¿ 	 F � 7?Â8< F 	 O Å � Ì ¿ 	 O F � 7?Â8< F 	 Å ���Â - Â¨Ë Ì qsr@Í� � 	 + O - 	 + 7
	 5 �ñ7
	 O  < 5 �W� O 7
	  < - 	 Oc5 �$� O 7
	 O  < 5 �87
	  <Ç<���� � ß� � + 3 u

Q?ÕWÖ�� U
C’est ici quel’intégrationangulairesur la directiondu vecteurd’ondeintermédiaireÀÄÃ introduit
la corrélationentrelesondespartiellesdesdifférentesmatrices� .7 r·¶ < D 7 ÛÊÝ½ < + � +Û�� ½ Þ 7 À - À Á < � � Ì � ��� 2 	 O A 	 O ¿ 	 F � 7?Â8< F 	 O Å � Ì ¿ 	 O F � 7?Â�< F 	 Å � �/ + - 	 O + qsr@Í� � 	 +O - 	 + 7
	 5 � Ì �i� � 7
	 O  < 5 � Ì �i� � � O 7
	  < - 	 O�5 � Ì �i� � � O 7
	 O  < 5 � Ì �i� � 7
	  <Ç< � � � ß� � + 3D 7 -�! r < + 7 ÛÊÝ½ < + 7 - r Ý Û < � +Û�� ½ Þ 7 À - À Á < � � Ì � � � 5 � Ì 7
	 1 <" # O )� Ì 7 / 1 < 5 ���B7
	 1 <" # O )� � 7 / 1 <� � / + - 	 + qsr@Í$# 	 " # O )� Ì �i� � 7Ç7 / qsr@Í <  < 5 � Ì �i� � � O 7
	  <- 7 / q�r@Í < " # O )� Ì �i� � � O 7Ç7 / qsr@Í <  < 5 � Ì �i� � 7
	  <�%'& � � ß� � + 3 u Q?ÕWÖ)( U
La contribution en ã à ä estnullegrâceà la prescriptiondu r@Í . Alors7 r·¶ < D ! r 7 ÛÊÝ½ < � � +Û�� Þ 7 À - À Á < Û 1/ + - 	 + qsrÎÍ � � Ì � � � 5 � Ì 7
	 1 <" # O )� Ì 7 / 1 < 5 � �B7
	 1 <" # O )� � 7 / 1 < Q?ÕWÖ�* U� # /+" # O )� Ì �i� � � O 7ÜÛ / 1 < 5 � Ì �i� � 7ÜÛ�	 1 < - 	 " # O )� Ì �i� � 7ÜÛ / 1 < 5 � Ì �i� � � O 7ÜÛ�	 1 < %D ¿?À Á F � " 7?Â8< Æ # � )4 7?Â�< � ¾Ï7?Â�< F ÀÈÅ u xiy�,
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Naturellement,le résultatobtenuenintégrantd’abordsurlesétatsintermédiaires,puissurlespo-
sitionsdesdiffuseursdel’équation QkæiÖ�� U estretrouvé.Lesintégrationssurlesimpulsionsetcelles
sur les positionspeuvent donccommuterpour 132D á . Il apparaîtclairementquece résultatse
généralisepourtoutesleschaînesdirectes.
On peutconstaterici quece termede couplagedesondespartiellesprovient uniquementdu fait
quele volumeexclu estpris encomptedansl’intégrationsurlespositionsdescentresdiffuseurs,
etqu’il n’estdoncpasdû à la présenced’unematrice� horscouche.

 ¢¡�4 5}76 ©8²�°�©±µ98 ¥W®;:Èª^©8°=<
Le termedecouplagedesondespartiellesdevient,dansla limite 1�à á ,/ 1 " # O )�W� O 7ÜÛ / 1 < 5 � 7ÜÛ�	 1 < - 	 1 " # O )� 7ÜÛ / 1 < 5 �W� O 7ÜÛ�	 1 <-Ü-�- à3?> 4 @ACB "D ��Em#:�$� O ) EGF ËHJI � pour �LK É P"D pour � D á u Q?ÕWÖ �CU

Lesondespartiellesnesedécouplentpas,mêmedanscettelimite. Maislesondespartiellesd’ordreF � F M¢á sontnégligeablesgrâceaurapportdesfonctionsdeBesselqui devient

5 � Ì 7
	 1 <" # O )� Ì 7 / 1 < - -�- à3N> 4 @A B " D� Ì F Ë 3 H 3å I � Ì pour �LK É POO � � ÒO #QP lSRUT� �UV ) qXW 7 1 + < pour � D á u Q?ÕWÖ�×ZY U
Le termedominantestdonccelui qui correspondà � O D � + D á , c’est l’onde s.Danscette

limite, le couplagedesondespartiellesesttoujoursprésent,maispeutêtrenégligépuisqueseule
l’onde [ estimportantelorsque

/ 1]\ É . La moyennedela séquence7 r·¶ < s’écrit alors

7 rk¶ <_^ 7 ÛÊÝ½ < + � +Û�� ½ Þ 7 À - À Á </ + - 	 + qsr@Í;` - ÉZab É q + "D 7dc f H 3+ qfe <�g + qXW 7 1 + <�h u Q?ÕWÖ�×B× U
La moyennede la chaînedirecte 7 r·¶ < sanstenir comptedescorrélationsentrecentresdiffuseurs
del’équation(E.4)donnela mêmeexpressionàcetordreen 1 .

Celaconfirmequele régimed’énergie pour lequella théoriedescentresdiffuseursponctuels
estvalideestbornéà i MjM /I� O MjM 1 .

xiy^y
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Nousmontronsici quele derniertermede l’équation QkæiÖ�×B× U rassemblantdesquantitéshors
couchea une contribution nulle. L’effet d’un propagateur

b /0+8- 	 + q�r@Í g � O sur une fonction
analytiques 7
	i< estde mettrecettefonction sur couche: s 7 / < . Par contre,le derniertermede
l’équation QkæiÖ�×B× U fait intervenir le produitdedeuxpropagateurset dela fonction s offH 7
	i< . Lors de
la transformationde Fourier inversepour obtenir l’expressiondansl’espaceréel, il y a un pôle
d’ordredeux:t Û��� +vu +Nw � º � º Ð  "

º�Ð�xÎÐ � " º�x7 / + - 	 + qsr@Í < + s offH 7
	i< Þ ºzy º Ð
D - ! Ý 1 w �� + 2 A À7ÜÛÊÝÈ< +  "

º # xÎÐ � x ) ` 1�{ Û/ + - 	 + qsr@Í q / � � 5 �W� O 7 / 1 <5 �87 / 1 < 5 � 7
	 1 < +7 / + - 	 + qsr@Í < + h uQd|.Ö�× U
Le premiertermedansl’accoladedonne- 1 Û É! r " # O )4 7 / F } Á - }�F < u
Pourle deuxièmeterme,il fautévaluer2 A À7ÜÛÊÝÈ< +  "

º # x Ð � x ) 5 �87
	 1 < +7 / + - 	 + qsr@Í < + D�É! Ý 2q~� ~ 	 A�	7 / + - 	 + qsr@Í < + 5 � 7
	 1 < + " # O )4 7 / F } Á - }�F <
D rÛ AA 	 	 5 � 7
	 1 < +�" # O )4 7 / F } Á - }�F <7 / q 	 qsr@Í < + ����� Ë � HD r� / + 5 ��7 / 1 <�� Û / 1 5 ��7 / 1 < Á-E/ F } Á - }�F 5 ��7 / 1 < " # O )O 7 / F } Á - } F <" # O )4 7 / F } Á - } F <�� " # O )4 7 / F } Á - } F < P

où l’avant-dernièreligne estobtenuepar le théorèmedesrésidus— voir (C.4) —et le Á indique
la dérivation par rapportà l’argument.Ce résultatestensuiteinsérédansl’équation Qd|.Ö�× U et enxiy��
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utilisant le théorèmed’additiondesfonctionsdeBessel� � 5 �87d�Ï< 5 �$�1��7d�Ï< D Þ � y 4 et la relation
derécurrenceÛ 5 ��7d�Ï< Á D 5 �W� O 7d�Ï< 5 ��� O 7d�\< , on at Û��� + u +�w/� º � º Ð ��� º Ð x Ð � � º�x7 / + - 	 + qsrÎÍ < + s offH 7
	i< Þ ºzy º Ð

D Û��� + ÛÊÝ 1 w�� - 1� r - r� / ��� / 1 5
� � O 7 / 1 < +N� "�� O��4 7 / F } Á�� } F < D á u

La contribution de s offH 7
	i< dansl’espaceréelestdoncnulle.Cetermespurieuxvientdu fait quela
matrice� estexpriméedansunebase(la basedesondesplanes)qui n’estpasadaptéeà la symétrie
dela matrice� . Cependant,cettebaseestla pluspratiquepourle calculdu propagateur.

x� U¡
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Nous évaluonsde façonrigoureusela premièrechaîneindirecteapparaissantdansla série
de Watson,la séquencede diffusion 7 r·¶Br < . L’expressionnon moyennée(3.5) permetd’écrire la
séquencedediffusion 7 r·¶Cr < sousla forme§ À Á F � � 7?Â�< Æ � � �4 7?Â8< � ¾=7?Â8< Æ � � �4 7?Â8< � � 7?Â8< F À MD � ! r ��¨Û�� ½ � � � º Ð ÑÓÒ � � º ÑÓÒ � � Ì � � � � ��© � � � Ì � Ð � � � © ��� � � � Ì � � � � � D Ù ¨ ��� Ò Ô � � � � � � � � © � � D Ù ¨ ��� Ô@Ò �� 5

� Ì 7
	 Á 1 <" � O��� Ì 7 / 1 < 5 � � 7 / 1 <" � O��� � 7 / 1 < 5 �S© 7
	 1 <" � O���S© 7 / 1 < "�� O��� Ì � � � 7 / N � ¾ < "ª� O��� � � �S© 7 / N ¾ � < u
Sachantque N ¾ � D N � ¾ et que « ¾ � D « � ¾ q Ý , elledevient§ À Á F � � 7?Â�< Æ � � �4 7?Â8< � ¾ 7?Â8< Æ � � �4 7?Â8< � � 7?Â8< F À MD � ! r � ¨Û�� ½ � � � º � º Ð � ÑÓÒ � � Ì � � � � �S© � � � Ì � Ð � � �S© ��� � � � Ì � �S© � � D Ù ¨ ��� Ò Ô � � � � � � � �S© � D� 5

� Ì 7
	 Á 1 <" � O��� Ì 7 / 1 < 5 � �,7 / 1 <" � O��� � 7 / 1 < 5 ��© 7
	 1 <" � O���S© 7 / 1 < "ª� O��� Ì � � � 7 / N � ¾(< "ª� O��� �t� � © 7 / N � ¾�< u
La moyennes’obtientcommed’habitudeen intégrantsur ¼8¾ et ¼ � ¾ D ¼ � � ¼�¾ . La première
intégrationdonne7ÜÛÊÝÈ< ¨ Þ 7 À � À Á < et l’intégrationsurl’angle « � ¾ conduità ÛÊÝ Þ � Ì y ��© . Il restealors
à intégrersurle modulede ¼ � ¾ .7 r·¶Cr < D � ! r � ¨Û�� 7 ÛÊÝ½ < � Þ 7 À � À Á < � � Ì � � � � 5

� Ì 7
	 1 <"ª� O��� Ì 7 / 1 < � ¨ 5 � � 7 / 1 <"ª� O��� � 7 / 1 <� 2 ß¨ 3 N � ¾�A N � ¾ " � O��� Ì � � � 7 / N � ¾(< " � O��� Ì � � � 7 / N � ¾�< u
L’intégrationpeutêtrefaiteexactementà l’aide del’expression(A.12) et donne

7 rk¶Br < D ! r � ¨Û�� 7 ÛÊÝ½ < � Þ 7 À � À Á < � � Ì � � � � 5
� Ì 7
	 1 <" � O��� Ì 7 / 1 < � ¨ 5 � � 7 / 1 <" � O��� � 7 / 1 <� Û 1 ¨¬ 7 "ª� O��� Ì � � � 7ÜÛ / 1 <Ç< ¨ � "�� O��� Ì � � � � O 7ÜÛ / 1 < "�� O��� Ì � � � � O 7ÜÛ / 1 < & u Q¯®�Ö�× U

x�  x
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Dansla limite du diffuseurponctuel,ou dansla limite

/ 1nàâá , la premièrechaîneindirecte
donne7 r·¶Cr <¶µ � � ¨Û�� � rÝ ¨ Þ ºzy º Ð � É/ ¨ 7 É q ¨ �D c f H 3?·�¸¨ < � � 1 ¨7 É q ¨ �D c f H 3¹·�¸¨ < ¨ � qXW 7 1 ¨ < u Q¯®�Ö SCU
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Le propagateurauxiliairedel’impuretés’écrit

r ÆËÊ 7ÍÌ PCÎNÏ Ì Á PCÎ Á < D ¿ÑÐ b Z 7ÍÌ PCÎ < ZÓÒ 7ÍÌ Á PCÎ Á <�g Å�Ê D ÉÔ � Õ �zÖ ¿Í× F Ð b Z 7ÍÌ PCÎ < ZÓÒ 7ÍÌ Á PCÎ Á <�g F ×�Å QdØ8Ö�× U
enreprésentationde Heisenberg. Le symboleÐ ordonnelesopérateursselonle temps.La cons-
tante

Ô
estuneconstantedenormalisationqui seraévaluéeplusloin. Enreprésentationd’interac-

tion, le propagateurdevient

r ÆjÊ 7ÍÌ PCÎ?Ï Ì Á PCÎ Á < D ÉÔ � Õ �zÖ ¿Í× F Ð b � � ÒÙÛÚÝÜÞ Ü_ß7àâáäã � à � Z 7ÍÌ PCÎ < ZÓÒ 7ÍÌ Á PCÎ Á <�g F ×�Å
où F ×�Å sontlesétatspropresde

" � , le hamiltonienlibre donnéen(6.6).Ona alors

r Ô ÆjÊ 7ÍÌ PCÎ?Ï Ì Á PCÎ Á < D � Õ �zÖ ¿Í× F Ð b � � ÒÙ Ú ÜÞ Ü ß7àâáäã � à � � � á Ò à Z 7ÍÌ�< � � � á Ò � à � à Ð � Z Ò 7ÍÌ Á < � � � á Ò à Ð g F ×�ÅD � Õ �zÖ « 7 Î � Î Á < ¿Í× F � � � Ú Üå ß7à Ú ß7æ Ê�ç´è�� æ y à � çz� æ y à � � � á Ò à Z 7ÍÌ�< � � � á Ò à� � � Ú åå Ð ß7à Ú ß7æ Ê�ç è � æ y à � çz� æ y à � � � á Ò à Ð Z Ò 7ÍÌ Á < � � � á Ò à Ð � � � Ú å ÐÞ Ü ß�à Ú ß7æ Ê�ç´è¹� æ y à � ç�� æ y à � F ×�Å� � Õ �zÖ « 7 Î Á � Î < ¿Í× F � � � ÚzÜå Ð ß7à Ú ß7æ Ê�ç è � æ y à � çz� æ y à � � � á Ò à Ð ZÓÒ 7ÍÌ Á < � � � á Ò à Ð� � � Ú å Ðå ß7à Ú ß�æ Ê�ç è � æ y à � çz� æ y à � � � á Ò à Z 7ÍÌ�< � � � á Ò à � � � Ú åÞ Ü=ß�à Ú ß7æ Ê�ç è � æ y à � ç�� æ y à � F ×�Å u
Dansle casoù la massedesimpuretésestinfinie,

" � D á . LesétatspropressontF ×�Å Dêé7ë #íì Òë % �´î F á Å ux� ^z
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L’opérateurì ë ¸ ì ë�ó estsansdimension.Le produitì ß ô ZÓÒ 7ÍÌ PCÎ < Z 7ÍÌ PCÎ < D ì ß ô � � á Ò à ZÓÒ 7ÍÌ�< � � � á Ò à � � á Ò à Z 7ÍÌ�< � � � á Ò à D ì ¨ ô ZÓÒ 7ÍÌ�< Z 7ÍÌ�< D ì Òë ì ë ¸öõ× ë
est l’opérateurnombrede particulesen Ì en chaqueinstant,et vaut 0 ou 1 pour les fermions.
L’opérateur÷ AÝÌ Z Ò 7ÍÌ PCÎ < Z 7ÍÌ PCÎ <ó¸ � ë ì Òë ì ë ¸Âõ× donnele nombrede fermionsdansle système
enconsidérationetestindépendantdu temps.

A partirdesrelationsd’anticommutationdesopérateursdecréationetd’annihilationdesparti-
cules,onmontreque

b õ× ë P ì æ gÜ� D � Þ ë y æ ì æ etdoncque
b õ× P ì æ gÜ� D � ì æ . Ainsi, ì æ õ× [ D 7Zõ× q É < [ ì æet ì Òæ õ× [ D 7Zõ× � É < [ ì Òæ pour 9 entier.

Lorsque� � D ä , le propagateurdevientr Ô õÆËÊ 7ÍÌG� PCÎ � Ï Ì � Ð PCÎ � Ð < D � Õ �zÖ « 7 Î � Î Á < ¿Í× F � � � ÊGø� �)ù � à � ì ë � � � ÊGø� � à � à Ð � ì Òë Ð � � � ÊGø� � à Ð � ù � F ×�Å� � Õ �zÖ « 7 Î Á � Î < ¿Í× F � � � ÊGø� �)ù � à Ð � ì Òë Ð � � � ÊÓø� � à Ð � à � ì ë � � � ÊÓø� � à � ù � F ×�Å
où le propagateursurréseauestdonnépar õÆ Ê 7ÍÌ � PCÎ � Ï Ì � Ð PCÎ � Ð < D ì ß ô Æ Ê 7ÍÌ PCÎNÏ Ì Á PCÎ Á < .Le premiertermes’écrit� Õ �zÖ ¿Í× F � � � ÊÓø� �)ù � à � ì ë � � � ÊÓø� � à � à Ð � ì Òë Ð � � � ÊÓø� � à Ð � ù � F ×�ÅD ¿ á�F � � � ÊGø� �)ù � à � ì ë � � � ÊÓø� � à � à Ð � ì Òë Ð � � � ÊÓø� � à Ð � ù � F á Åq �zú ¿ á�F ì ú � � � ÊÓø� �)ù � à � ì ë � � � ÊÓø� � à � à Ð � ì Òë Ð � � � ÊÓø� � à Ð � ù � ì Òû F á Åq ÉÛ�ü ��úý� ú Ð ¿ á�F ì ú Ð ì ú � � � ÊÓø� �)ù � à � ì ë � � � ÊÓø� � à � à Ð � ì Òë Ð � � � ÊÓø� � à Ð � ù � ì Òû ì Òú Ð F á Åqÿþ�þ�þ
Sachantquel’on a � sites,et quela � ú

portesur touscessitessaufle site Ì où il y a déjàune
particule,on obtient,enrassemblantlesopérateursdecréationetannihilationdu mêmecôté,� Õ ��Ö ¿Í× F � � � ÊGø� �Qù � à � ì ë � � � ÊGø� � à � à Ð � ì Òë Ð � � � ÊÓø� � à Ð � ù � F ×�ÅD ¿ á�F � � � Êäø� ¨ ù � � � Êò� à � à Ð � Þ ë y ë Ð F á Åq 7 � � É < ¿ á�F � � � Ê1��ø��� O�� ¨ ù � � � Ê�� à � à Ð � Þ ë y ë Ð F á Åq ÉÛ 7 � � É <c7 � � ÛC< ¿ á�F � � � Ê���ø��� ¨ � ¨ ù � � � Ê�� à � à Ð � Þ ë y ë Ð F á Åq þ�þ�þ
Cequi donnefinalement� Õ �zÖ ¿Í× F � � � ÊÓø� �)ù � à � ì ë � � � ÊÓø� � à � à Ð � ì Òë Ð � � � ÊÓø� � à Ð � ù � F ×�Å D � � � Êò� à � à Ð � Þ ë y ë Ð�� � O�[�� 4 � � � O[ � � ¨ � Ê�[�ùD � � � Êò� à � à Ð � Þ ë y ë Ð 7 É q � � ¨ � Ê�ù < � � O ux� ��
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La partie Î § Î Á du propagateurconduitdela mêmefaçonà� Õ ��Ö ¿Í× F � � � ÊGø� �Qù � à Ð � ì Òë Ð � � � ÊÓø� � à Ð � à � ì ë � � � ÊÓø� � à � ù � F ×�ÅD ¿ á�F � � � Êäø� �Qù � à Ð � � � � Êò��ø�=� O�� � à Ð � à � � � � ÊÓø� � à � ù � ì Òë Ð ì ë F á Åq �zú ¿ á�F � � � Êò��ø��� O�� �)ù � à Ð � � � � Ê'ø� � à Ð � à � � � � Ê���ø��� O�� � à � ù � ì ú ì Òë Ð ì ë ì Òû F á Åq ÉÛ�ü � ú � ú Ð ¿ á�F � � � Ê1��ø��� ¨ � �Qù � à Ð � � � � Êò��ø��� O�� � à Ð � à � � � � Ê���ø�z� ¨ � � à � ù � ì ú Ð ì ú ì Òë Ð ì ë ì Òû ì Òú Ð F á Åq þ�þ�þD á q ��ú ¿ á�F � � � Ê���ø��� O�� ¨ ù � � � Êò� à � à Ð � ì ú 7 Þ ë y ë Ð � ì ë ì Òë Ð < ì Òû F á Åq ÉÛ�ü ��ú � ú Ð ¿ á�F � � � Ê1��ø��� ¨ � ¨ ù � � � Ê�� à � à Ð � ì ú Ð ì ú 7 Þ ë y ë Ð � ì ë ì Òë Ð < ì Òû ì Òú Ð F á Åq þ�þ�þD � � � Ê�� à � à Ð � Þ ë y ë Ð � � � � Ê ¨ ù q 7 � � É < � � � Ê å ù qÿþ�þ�þ � P
quel’on peutécriresousla formecompacte� Õ ��Ö ¿Í× F � � � ÊGø� �Qù � à Ð � ì Òë Ð � � � ÊGø� � à Ð � à � ì ë � � � ÊÓø� � à � ù � F ×�ÅD � � � Ê�� à � à Ð � Þ ë y ë Ð
��[�� 4 7 � �[ � � � � O[ 7 É � Þ [ y � <Ç< � � ¨ � Ê�[�ùD � � � Ê�� à � à Ð � Þ ë y ë Ð 7 É q � � ¨ � Ê�ù < � � O � � ¨ � Ê�ù u
Pouruneparticuledemasseinfinie, on aalorsr Ô õÆËÊ 7ÍÌG� PCÎ � Ï Ì � Ð PCÎ � Ð < D � � � øÊò� � � � Ð � Þ � y � Ð 7 É q � � ¨ � Ê�ù < � � O # « 7 Î � Î Á < � « 7 Î Á � Î < � � ¨ � Ê�ù % u
La constantedenormalisationestÔ D � Õ �zÖ ¿Í× F Ð b � � ÒÙ Ú ÜÞ Ü ß7àâá ã � à � g F ×�Å D ��[�� 4 � �[ � � ¨ � Ê�[�ù D 7 É q � � ¨ � Ê�ù < � u QdØ8Ö SCU
La constante

Ô
estreliéeaudéterminantde ÆËÊ par

Ô D����� b r ÆËÊ g � O . Ainsi,r õÆjÊ 7ÍÌ PCÎ?Ï Ì Á PCÎ Á < D � � � Êò� à � à Ð � Þ ë y ë Ð 7 É q � � ¨ � Ê�ù < � O # « 7 Î � Î Á�� ï < � « 7 Î Á � Î q ï < � � ¨ � Ê�ù % P
oùle chapeausur Æ signifiequele propagateurestévaluésurréseau(c’est-à-direque 7ÍÌ PCÎÚP Ì Á PCÎ Á <�¸7ÍÌG� PCÎ � P Ì � Ð PCÎ � Ð <Ç< . Dansle continuum,il devient

r ÆjÊ 7ÍÌ PCÎ?Ï Ì Á PCÎ Á < D Þ 7ÍÌ � Ì Á < � � � Ê�� à � à Ð �É q � � ¨ � Ê�ù # « 7 Î � Î Á � ï < � « 7 Î Á�� Î q ï < � � ¨ � Ê�ù % P QdØ8Ö wCU
où
ï

estunequantitéinfinitésimalepositive nécessaireà la définitiondu propagateurlorsqueles
tempsÎ et Î Á sontégaux. x� `ç
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Le propagateurdel’impuretépeuts’obteniràpartir dela fonctiondepartitiondu systèmequi

s’exprimecommeunetracesur lesétatscohérents.Cettefonctionde partitions’écrit [70, p.68],
enunités � D É ,� 4 Ê D Ð ; � � � ÚÝÜÞ Ü=ß7àâá ã � à �D 2 ç���� � ç Ò é � A Z Ò 7  <ÎA Z 7  < � � Ú ß � ç´è � � � çz� � � ¿ÜZ�� F � � � ÚÝÜÞ Ü¶ß7àâá ã � à � F Z � Å P QdØ8Ö æ U
où Z�� D � Z � sontlesconditionsantipériodiquesimposéespar la trace(le signenégatifvient de
la formulationfermionique).En discrétisantl’intervalle temporel,et eninsérantà chaqueinstant
discretla relationdefermeturesurlesétatscohérents,2 é ë A Z'Ò 7ÍÌ PCÎ � <ÎA Z 7ÍÌ PCÎ � < � � Ú ß ë ç è � ë y à�� � ç�� ë y à�� � F Z 7ÍÌ PCÎ � < Åc¿ÜZ 7ÍÌ PCÎ � < F D É P
ona,enposantZ � 7  <Ó¸ Z 7ÍÌ PCÎ ��� < D � Z�� 7  <Ó¸ � Z 7ÍÌ PCÎ � <� 4 Ê D c e��� > ~ 2 �é� � ����� O é7ë A ZÓÒ 7ÍÌ PCÎ � <ÎA Z 7ÍÌ PCÎ � < � � Ú ß ë ç è � ë y à � � çz� ë y à � �� �é� � ���ª� O ¿ÜZ 7ÍÌ PCÎ � < F � � ��� áäã � à � F Z 7ÍÌ PCÎ � � O < Å u QdØ8Ö�� U
Un opérateur 7 õZ Ò 7  < P õZ Á 7  <Ç< s’exprime,dansla basedesétatscohérents,¿ÜZ^Á F  7 õZÓÒ 7  < P õZ�Á 7  <Ç< F Z�Å D � Ú ß � ç è � � � ç Ð � � �  7 Z'Ò 7  < P Z^Á 7  <Ç< P QdØ8Ö�� U
où le chapeausertàdifférencierlesopérateursdesfonctions.Ainsi� 4 Ê D c e!�� > ~ 2 �é� � ���ª� O é�ë A Z Ò 7ÍÌ PCÎ � <ÎA Z 7ÍÌ PCÎ � < � �#"%$�'& Þ $
( Ì Ú ß ë ç´è�� ë y à � � çz� ë y à � �� � �)" $�'& Þ $
( � Ú ß ë ç è � ë y à � � � O � �*� Ê � ç�� ë y à � Þ Ì � � � Ú ß ë ç è � ë y à Þ $
( Ì � O � �*� Ê � çz� ë y à $ �D�é ë � c e!�� > ~ 2 �é� � ���ª� O A Z Ò 7ÍÌ PCÎ � <ÎA Z 7ÍÌ PCÎ � < � �)"%$�,+ ó & Þ $
( Ì ç�è7� ë

y à�� �.- � ó ç�� ë y à ó � � P QdØ8Ö)( U
où la matrice / vaut

/ D
0111111112
É á þ�þ�þ þ�þ�þ¾þ�þ�þ á  �  É á þ�þ�þ¾þ�þ�þ þ�þ�þ áá �  É á þ�þ�þ þ�þ�þ áþ�þ�þ þ�þ�þ þ�þ�þ þ�þ�þ¾þ�þ�þ þ�þ�þ þ�þ�þþ�þ�þ þ�þ�þ þ�þ�þ þ�þ�þ¾þ�þ�þ þ�þ�þ þ�þ�þþ�þ�þ þ�þ�þ þ�þ�þ þ�þ�þ¾þ�þ�þ þ�þ�þ þ�þ�þþ�þ�þ þ�þ�þ þ�þ�þ þ�þ�þ¾þ�þ�þ �  É

3�444444445 P
x� U,
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et  D É � r98�: D É � r9: ¨ ù¨ � . Finalement,� 4 Ê D�é ë � c e��� > ~ ����� / � Dêé ë c e��� > ~ ; É q 7 � É < ¨ � 7 �  < ¨ �=<D é�ë c e!�� > ~ � É q t É � r9: Û ÐÛ�> u ¨ � � D é ë F É q � � ¨ � Ê�ù I D F É q � � ¨ � Ê�ù I � u QdØ8Ö�* U
Le propagateur, pour Î � M Î � , estdonnépar

r Æ Ê 7ÍÌ Î � Ï Ì Á Î � < D Þ ë y ë Ð F / � O?I � � D Þ ë y ë Ð c e��� > ~  
� �1�É q  ¨ �D Þ ë y ë Ð � � ��� Ê�� à � � à ó � t É � ÉÉ q � ¨ � Ê�ù u P QdØ8Ö �CU

et,pour Î � § Î � , par

r Æ Ê 7ÍÌ Î � Ï Ì Á Î � < D Þ ë y ë Ð F / � O I � � D Þ ë y ë Ð c e��� > ~ �  ¨ �ª� � �1�É q  ¨ �D � Þ ë y ë Ð � � �*� Ê�� à�� � à ó � ÉÉ q � ¨ � Ê�ù u QdØ8Ö�×ZY U
Lesrésultats(H.2) et (H.3) obtenusà partir desopérateursdecréationet d’annihilationsontdonc
retrouvés.Ã�¡9? @ °$88µ`³�²^°�®¨ª^¬.ªUÇt¥$®�¯8¬W®±²9<�A °�²�88¬�:Ä° ¯±°CBó¥$©óµÓÇt°�µ

La transforméedeFourierdel’équation QdØ8Ö wCU donneÆ Ê 7ÍÌ P Ì Á P D < D 2 A^7 Î � Î Á < � ��E � à � à Ð � Æ Ê 7ÍÌ PCÎ?Ï Ì Á PCÎ Á <D Þ 7ÍÌ � Ì Á < c e!�F > 4 ( � ��E F t É � ×ÛÊD � :oqsr@Í q ×ÛÊD � : � r@Í u u QdØ8Ö�×B× U
Le facteur� ��E F contraintl’énergie physiqueà setrouver dansle demi-plansupérieur.Ã�¡HG 56°�®±²UÇvª^³�¯IA¯Ç*§¾8�©óµ�°Äª^³�²

La densitéd’impuretésestretrouvéeà partir du propagateurauxiliaire (H.3) de la façonsui-
vante.� r Æ 7ÍÌ P á Ï Ì P á � < D � ÷ D� D A : ��� Ê�J � ����� b r Æ Ê Ð g � O r Æ Ê Ð 7ÍÌ P á Ï Ì P á � <÷ D� D A : � � Ê�J � ¿ É Å Ê ÐD Éì ß ô ÷ D� D A : � ��K Ê F É q � � � Ê I � � O � � � Ê÷ D� D A : � ��K Ê 7 É q � � � Ê < �D Éì ß ô � [ F � � O[ I ÷ D� D A : ��� � K � O � [ � Ê� [ F � [ I ÷ D� D A : � � � K � [ � Ê D Éì ß ô F � � OK � O IF � K I D L� ì ß ô DCL ½ D w QdØ8Ö�× SCU
avecla notation F � [ I D � E� � � [ � E [ E . x� �y
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Les équationsd’évolution desconstantesde renormalisationobtenuesà l’approximationdu
champhomogènedoiventêtreretrouvéesà partir deséquationsd’évolution desconstantesdere-
normalisationobtenuesenincluantlesfluctuationsde OP . En effet, lorsquenousallonsau-delàde
l’approximationdu champhomogène,nousobtenonsdeséquationsd’évolution contenantl’im-
pulsion

H
du photon.Lorsque

H D á , les équationsd’évolution ainsi obtenuesdoivent être les
mêmesquecellesévaluéesà l’approximationla plusbasse,i.e. avecun champhomogène.

Nousavonsvu quela contribution du propagateurdu photonà la partiebosoniqueobtenueà
l’équation(7.76)peutêtreobtenueà partir de la contribution du photonde l’équation(7.41)par
dérivationsecondeparrapportauchamp OP . En cequi concernela contribution du propagateurde
l’électron,elle donneunemasseauphoton(à l’ordre

H 4
) lorsquele calcul inclut lesfluctuations,

maiselleestnulle lorsquele calculestfait directementavecunchamphomogène.Celanesignifie
pasqueleséquationsobtenuesdanslesdeuxcasnesontpascompatibles.

Reprenonsla contribution del’électronà l’équation(7.41).Introduisonsla notatione � � � 7:9�<Ó¸RQ � � �4 D [ � Q � � �OTS L qVU � � �O
La contribution del’électron,notéeparun indice � , à l’équation(7.41)s’écritW � � U ·¨ D � r � s Á 7 � ¨ < 2 [ S Le 7:9�< u
La dérivéesecondeparrapportauchamp OP estW � � U · � ¨ �¨ D r � s Á 7 � ¨ < 2 [ S L ` e � ¨ � 7:9�<e 7:9�< ¨ � Û e � O�� 7:9�< ¨e 7:9�< � h u QYXÚÖ�× U
Cerésultatdoit êtrecomparéà cequi a étéobtenuauparagraphe7.7.2.L’équation(7.78)s’écrit,
avecla notationsimplifiée e 7:9�< ,Ð ; ¬ S L ;[Z O < ¨ y ¨ & D � ÉÛ 2 [ S L e � ¨ � 7:9�<e 7:9�< ¨ 2 ] ï 7 � >B< ï 7?>C< u
L’équation(7.80)devientÐ ; ¬ S L ; Z ¨ <�\¨ y ¨ & D 2 [ S L 2 ] ï 7 � >C< e � O�� 7:9�<e 7:9�< ¨ e � O�� 7:9 q >C<e 7:9 q >C< ï 7?>C< u QYXÚÖ SCUx� U�
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Posantmaintenant> D á dansl’équationprécédente,l’équation� ÉÛ W � � U · � ¨ �¨ D r s Á 7 � ¨ < Ð ; ¬ S L b Z O q Z ¨ g ¨ y ¨ &
redonnebien le résultat(I.1). Le fait queles résultatsobtenuspour le champhomogèneà l’ap-
proximationd’unebouclesontdifférentsdeceuxobtenusàpartir desfluctuationsvient deceque
l’équation(I.2) n’estpasanalytiqueen > D á .

x��U¡
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Pourcalculerlescontributionsprovenantdupropagateurduphotonetdupropagateurdel’élec-
tron séparément,il est utile d’introduire un indice 9 (resp. � ) pour désignerla contribution du
propagateurdu photon(resp.del’électron).

Ainsi, les constantesde renormalisationQ 4 , QhgO et U O s’écrivent commela sommede deux

contributions @A B Q 4 D Q [4 q Q ·4Q gO D Q [ O q Q ·OU O D U [O qVU ·O . Chaquecontribution dechaqueconstantederenormalisation

vérifiealorsuneéquationd’évolution du typeW � � Q [4 D s [ 7HQ 4 P Q O P U O P Q ¨ P U ¨ < P QYiiÖ�× U
où s [ estunefonctiondesconstantesderenormalisationobtenueuniquementà partir du propa-
gateurdu photonde l’équation(7.33).Les termesQ [4 ou Q ·4 n’ont aucunsenspris séparément.
L’équationd’évolution (J.1)estpurementformelle; seulel’équationd’évolution de Q 4 peutêtre
interprétéephysiquement.Cesnotationsne sontintroduitesquepour uneétapeintermédiairede
calcul.j�¡*£ ¤¦¥W®¨ª�µ'Çlk8©óªUÇt¥W®�¯8© 88µ`¥�88¬W´$¬.ª^°�©±µ ¯±© 8m�8¥.ª^¥$®

L’identificationdespartiesfermioniquesdeséquations(7.34)et (7.39)conduitàW � � Q [4 D ] � W � � Q [ O�S M q W � � U [O D r �Û 2 [ É7HQ ¨ G ¨ qVU � ¨ �¨ < ¨ ` Q � ¨ �4 D ] � Q � ¨ �OcS M qnU � ¨ �O
q 7HQ � O��4 D ] � Q � O��O S M qVU � O��O < ¬ Q � O��4 7 D [ q D ] < � Q � O��ORS L ��M qVU � O��OQ 4 7 D [ q D ] < � Q O S L ��M qVU Oq Q � O��4 7 D [ � D ] < � Q � O��O S L ��M qVU � O��OQ 4 7 D [ � D ] < � Q O S L ��M qoU O & h u QYiiÖ SCU

L’intégration sur l’énergie est faite en premier lieu. La partie imaginairede U O changede
signequandl’impulsion de l’électron passeau-dessusdu niveaude Fermi et l’exponentielledex�� x
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l’équation(7.52)régularisantl’intégraleestimplicitementprésente.Calculonsd’abord2 [ É7HQ ¨ G ¨ qVU � ¨ �¨ < ¨ Q � O��4 7 D [vu D ] < � Q � O��ORS Ltw M qVU � O��OQ 4 7 D [ u D ] < � Q O S Ltw M qVU OD 2 A G7ÜÛÊÝÈ< � É7HQ ¨ G ¨ qoU � ¨ �¨ < ¨ 2 A D [ÛÊÝ Q � O��4 7 D [ u D ] < � Q � O��OcS Ltw M qVU � O��OQ 4 7 D [ u D ] < � Q O S Ltw M qoU OD rQ ¨4 2 A G7ÜÛÊÝÈ< � 7HQ � O��4 Q O � Q 4 Q � O��O < S Ltw M � 7HQ � O��4 � Q 4 < U � O��O7HQ ¨ G ¨ qoU � ¨ �¨ < ¨ x 7 � S Ltw M < u
À l’aide du changementde variable À D G u H et du développementen puissancesde S M D7 H ¨ � 	 ¨y < { Û�� , l’expressionprécédentedevientrQ ¨4 2 A À7ÜÛÊÝÈ< � 7HQ � O��4 Q O � Q 4 Q � O��O < S º � 7HQ � O��4 � Q 4 < U � O��O# Q ¨ À ¨ qVU � ¨ �¨ q Q ¨ 7 H ¨{z Û À H < % ¨ x 7 � S º <D rÛÊÝ ¨ Q ¨4 2 Ë}|4 ~ ¨ A ~ 7HQ � O��4 Q O � Q 4 Q � O��O < S º � 7HQ � O��4 � Q 4 < U � O��Ob Q ¨ 7 ~ ¨ q�� ¨ < qVU � ¨ �¨ g ¨ � ! Q ¨¨ ~ ¨ � ¨D rÛÊÝ ¨ Q ¨4 2 Ë |4 ~ ¨ A ~ 7HQ � O��4 Q O � Q 4 Q � O��O < S º � 7HQ � O��4 � Q 4 < U � O��Ob Q ¨ 7 ~ ¨ q 	 ¨y < qVU � ¨ �¨ g ¨ � ! Q ¨¨ ~ ¨ 	 ¨y� ` É � ! ��Q ¨ Q ¨ 7
	 ¨y � ~ ¨ < qoU � ¨ �¨b Q ¨ 7 ~ ¨ q 	 y ¨ < qVU � ¨ �¨ g ¨ � ! Q ¨¨ ~ ¨ 	 y ¨ S M qXW 7 S ¨M < h u
Replaçantcetteexpressiondansl’équation(J.2)et identifiantchaquetermedu développementen
puissancesde S M , nousobtenonsleséquationsd’évolution pour Q [4 , Q [ O et U [O à l’approximation
duchamphomogène( OP ^ P 4 ).W � � Q [4 D r �Û 2 [ Q � ¨ �47HQ ¨ G ¨ qVU � ¨ �¨ < ¨� �ÛÊÝ ¨ Q � O��4Q ¨4 2 Ë |4 � ¨ A � 7HQ � O��4 Q O � Q 4 Q � O��O < S L � 7HQ � O��4 � Q 4 < U � O��Ob Q ¨ 7 � ¨ q 	 y ¨ < qVU � ¨ �¨ g ¨ � ! Q ¨¨ � ¨ 	 y ¨ u QYiiÖ wCU
W � � Q [ O D r �Û 2 [ Q � ¨ �O7HQ ¨ G ¨ qVU � ¨ �¨ < ¨� �ÛÊÝ ¨ Q ¨4 2 Ë |4 � ¨ A � 7HQ � O��4 Q O � Q 4 Q � O��O < S L � 7HQ � O��4 � Q 4 < U � O��Ob Q ¨ 7 � ¨ q 	 y ¨ < qVU � ¨ �¨ g ¨ � ! Q ¨¨ � ¨ 	 y ¨� ` Q � O��O q ! ��Q ¨ U � O��O Q ¨ 7
	 ¨y � � ¨ < qVU � ¨ �¨b Q ¨ 7 � ¨ q 	 y ¨ < qVU � ¨ �¨ g ¨ � ! Q ¨¨ � ¨ 	 y ¨ h u QYiiÖ æ U

et W � � U [O D r �Û 2 [ U � ¨ �O7HQ ¨ G ¨ qVU � ¨ �¨ < ¨� � U � O��OÛÊÝ ¨ Q ¨4 2 Ë |4 � ¨ A � 7HQ � O��4 Q O � Q 4 Q � O��O < S L � 7HQ � O��4 � Q 4 < U � O��Ob Q ¨ 7 � ¨ q 	 y ¨ < qVU � ¨ �¨ g ¨ � ! Q ¨¨ � ¨ 	 y ¨ u QYiiÖ�� Ux��'º
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L’identificationdespartiesfermioniquesdeséquations(7.34)et (7.40)conduitàW � � 7HQ ·4 D ] � Q ·O S M qoU ·O <D � s`Á 7 � ¨ < Q � O��4Q ¨4 7HQ � O��4 D ]S� Q � O��O S M qVU � O��O < 2 A G7ÜÛÊÝÈ< � S LQ ¨ 7 G q H < ¨ qnU � ¨ �¨D � s Á 7 � ¨ < Q � O��4Q ¨4 7HQ � O��4 D ] � Q � O��O�S M qVU � O��O < 2 A G7ÜÛÊÝÈ< � ÉQ ¨ G ¨ qnU � ¨ �¨ � G ¨Û�� q S M'� u

Leséquationsd’évolution intermédiairesdesdifférentesconstantesderenormalisationdela partie
fermioniques’endéduisentimmédiatement.

W � � Q ·4 D � s Á 7 � ¨ < # Q � O��4 % ¨Û���Q ¨4 2 A G7ÜÛÊÝÈ< � G ¨Q ¨ G ¨ qVU � ¨ �¨ P QYiiÖ�� U
W � � Q ·O D � s Á 7 � ¨ < Q � O��4Q ¨4 2 A G7ÜÛÊÝÈ< � ÉQ ¨ G ¨ qVU � ¨ �¨ t Q � O��O G ¨Û�� � U � O��O u P QYiiÖ)( U

et W � � U ·O D � s`Á 7 � ¨ < Q � O��4 U � O��OÛ���Q ¨4 2 A G7ÜÛÊÝÈ< � G ¨Q ¨ G ¨ qVU � ¨ �¨ u QYiiÖ�* U
Notonsquel’intégrationsurl’impulsion G comporteunecoupureultraviolette � , nécessairepour
régulariserlesintégrales.

Finalement,les deux typesde contribution sont regroupéspour écrire les équations(7.43),
(7.44)et (7.45).
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Lesélémentsdela matrice� fl sont,dansl’espacedeFourier, �[ Ì y [ � D � É� ½ Ð 7HQ � O��4 D [ � � Q � O��O S L�� qVU � O��O < ï 7:9 O � 9 ¨ <� ÉÛ 2 ] ï 7?>B< ï 7:9 O � 9 ¨ � >C<c7HQ � ¨ �4 D [ � � Q � ¨ �ORS L � qVU � ¨ �O < P� D��D á P� [ Ì y [ � D � 2 ] ï 7:9 O � 9 ¨ � >C<c7HQ � ¨ �4 D ]S� Q � ¨ �ORS M qVU � ¨ �O < O_ 7?>C<� ÉÛ 7 ½ Ð < � Ù ¨ 2 ] Ì 2 ] � 2 ] © ï 7?> O < ï 7?> ¨ <c7HQ � � �4 D ] © � Q � � �O�S M�� qVU � � �O < O_ 7?> � < Þ ] Ì � ] � � ] © � [ Ì � [ � P
Â [ Ì y [ � D É� ½ Ð 7HQ � O��4 D [ Ì � Q � O��ORS L

» qVU � O��O < ï 7:9 ¨ � 9 O <q ÉÛ 2 ] ï 7?>B< ï 7:9 ¨ � 9 O � >C<c7HQ � ¨ �4 D [ Ì � Q � ¨ �O S L
» qVU � ¨ �O < P

� [ Ì y [ � D 2 ] ï 7:9 O � 9 ¨ q >B< O_�Ò 7?>C<c7HQ � ¨ �4 D [ Ì � Q � ¨ �O S L
» qVU � ¨ �O <

q ÉÛ 7 ½ Ð < � Ù ¨ 2 ] Ì 2 ] � 2 ] © ï 7?> O < ï 7?> ¨ < O_�Ò 7?> � <c7HQ � � �4 D [ Ì � Q � � �O S L
» qnU � � �O < Þ ] Ì � ] � � ] © � [ Ì � [ � P

Æp[ Ì y [ � D � 2 ] ï 7:9 ¨ � 9 O q >C< O_ Ò 7?>C<c7HQ � ¨ �4 D [ � � Q � ¨ �ORS L�� qVU � ¨ �O <� ÉÛ 7 ½ Ð < � Ù ¨ 2 ] Ì 2 ] � 2 ] © ï 7?> O < ï 7?> ¨ < O_ Ò 7?> � <c7HQ � � �4 D [ � � Q � � �O S L�� qnU � � �O < Þ ] Ì � ] � � ] © � [ Ì � [ � P" [ Ì y [ � D 2 ] ï 7:9 ¨ � 9 O � >C<c7HQ � ¨ �4 D ] � Q � ¨ �ORS M qVU � ¨ �O < O_ 7?>C<
q ÉÛ 7 ½ Ð < � Ù ¨ 2 ] Ì 2 ] � 2 ] © ï 7?> O < ï 7?> ¨ <c7HQ � � �4 D ] © � Q � � �O S M�� qVU � � �O < O_ 7?> � < Þ ] Ì � ] � � ] © � [ Ì � [ � Px��`ç
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etenfin� [ Ì y [ � D 7 ½ Ð < � Ù ¨ 2 ] Ì 2 ] � 2 ] © ï 7?> O < O_ Ò 7?> ¨ <c7HQ � � �4 D ] © � Q � � �OcS M�� qVU � � �O < O_ 7?> � < Þ ] Ì � ] � � ] © � [ Ì � [ �� É� ½ Ð ï 7:9 O � 9 ¨ < # Q � O��¨ ; 7 G O � G ¨ < ¨ q G O G ¨ < qVU � � �¨ %
q ÉÛ 7 ½ Ð < ¨ 2 ] Ì 2 ] � 2 ] © 2 ]9� ï 7?> O < ï 7?> ¨ < O_ Ò 7?> � <c7HQ � å �4 D ] � � Q � å �ORS M�� q�U � å �O < O_ 7?> å < Þ ] Ì � ] � � ] © � ] � � [ Ì � [ �� ÉÛ 2 ] ï 7?>C< ï 7:9 O � 9 ¨ � >C< # Q � ¨ �¨ ; 7 G O � G ¨ � H < ¨ q G O G ¨ < qVU � å �¨ % u

x��U,
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Danscetteannexe,lecalculdel’intégralesurla fréquenceduderniertermedel’équation(7.81)
esteffectuéàl’aideduthéorèmedesrésidusd’aborddefaçongénéraleaveclesdifférentesconstan-
tesderenormalisation,puisàl’approximationd’unebouclepourretrouver la fonctiondeLindhard
[32].

Écrivant Â D Q 4 D [ , l’intégraleàévaluerest

� D 2 A=ÂÛÊÝ 7HQ � O��4 { Q 4 Â � Q � O��ORS L qVU � O��O <7?Â � Q O S L qVU O < ¨ 7HQ � O��4 { Q 4 7?Â q Q 4 D ] < � Q � O��ORS L ��M qVU � O��O <7?Â q Q 4 D ]S� Q O S L ��M qVU O < u
Rappelonsquela partieimaginairede U O changedesigneselonquel’impulsion estau-dessus

ou au-dessousdu niveaude Fermi, de la mêmefaçonque
Þ [ . Le propagateursedécomposeen

deuxpartiesselonl’équation(7.53).L’intégraleci-dessuscontientdoncquatretermes.Lesquatre
pôles,dont deuxsontdoubles,sont répartisde façonsymétriquepar rapportà l’axe réel. Deux
termesont leur pôle du mêmecôtéde l’axe réel et les deuxautrestermespossèdentun pôle de
chaquecôtéde l’axe réel.Puisquel’intégrandsecomportecomme É { Â lorsque Â à ä , il est
nécessaired’utiliser ici encorela régularisationde l’équation(7.52).Par conséquent,le contour
d’intégrationdoit êtrechoisidansle demi-plansupérieur.
Notonsquele calculdudiagrammedepolarisationfait intervenir l’intégrale ÷ [ Æ 7:9�< Æ 7:9 q >B< où Æ
représentele propagateurdel’électron,maisquetouslespôlesdecetteintégralesontsimples.De
plus,cetteintégraledécroîtplusvite que É { Â à l’infini, permettantainsi l’utilisation decontours
évitantla présencededeuxpôlesdu mêmecôtédel’axe réel.Parailleurs,le fait quesonnuméra-
teurestindépendantde Â entraînequel’intégraleestnonnulle seulementlorsquelespôlessont
dechaquecôtédel’axe réel.

Appelonsle numérateur� 7?Â�< et posonségalement� O � r Þ [ D Q O S L � U O et � ¨ � r Þ L ��M D Q O S L ��M � Q 4 D ] � U O uÞ [ D Þ M¢á pour S L K á et viceversa.L’intégrale
�

devient� D 2 AÏÂÛÊÝ � 7?Â8<7?Â � � O qIr Þ [ < ¨ 7?Â � � ¨ qsr Þ [ � ] <x���y
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Le théorèmedesrésidusconduità� D r � Á 7 � O <c7 � O � � ¨ < � � 7 � O <7 � O � � ¨ � r 7 Þ [ � Þ [ � ] <Ç< ¨ x 7 � S L < qsr � 7 � ¨ <7 � ¨ � � O � r 7 Þ [ � ] � Þ [ <Ç< ¨ x 7 � S L ��M\< P
où � Á D A � { A=Â . Lorsqueles deuxpôlessontdansle mêmedemi-plan(i.e.

Þ [ et
Þ [ � ] de même

signe),
Þ [ � ] � Þ [ D á . L’intégrale

�
possède4 termescorrespondantaux deuxpossibilitésde

placerunseulpôledansle demi-plansupérieuretà la solutionoùlesdeuxpôlessonttouslesdeux
dansle demi-plansupérieur(voir figure).À l’approximationd’uneboucle( Q 4 D É , Q O D s 7 � ¨ <

1

2

2 2

1

1

et U O D � P 4 ), lesexpressionssesimplifientpuisquele numérateur� 7?Â8< devient indépendantde
l’énergie, � 7?Â�< D � ¨ . L’intégrale

�
devient� D r � ¨ � x 7 � S L < q x 7 � S L ��M\<7 � O � � ¨ � r 7 Þ [ � Þ [ � ] <Ç< ¨ Pavec � O � � ¨ D D ] � Q O� G H � Q OÛ�� H ¨ u

Lorsquelesdeuxpôlessontdansle mêmedemi-plan,
�

s’annule(quel’on prennele contourdans
le demi-plansupérieurou inférieur).Cecisetraduitmathématiquementparl’écriture� D r � ¨ � � x 7 � S L < x 7 S L ��M <7 � O � � ¨ qIr Þ < ¨ q x 7 S L < x 7 � S L ��M <7 � O � � ¨ � r Þ < ¨ � u
L’intégrationsurl’impulsion donneÐ ; ¬ S L ; Z ¨ < \¨ y ¨ & D r � ¨ 2 A G7ÜÛÊÝÈ< � S L ` � x 7
	 y � � < x 7 F G q H F � 	 y <7 D ]S��  Ì� G H �¡  Ì¨ � H ¨ qsr Þ < ¨q x 7 � � 	 y < x 7
	 y � F G q H F <7 D ] �R  Ì� G H �¢  Ì¨ � H ¨ � r Þ < ¨ h u
Cetteexpressionest trèsprochede l’expression(12.29)de Fetteret Walecka[32] pour le dia-
grammedepolarisation; la différencevientdesdénominateursqui sontici aucarré.

Introduisonsla notation S M L ¸ S L ��M � S L . À l’aide du changementdevariable À D � G � H
etdela relation� Û G H � H ¨ D G ¨ � 7 G q H < ¨ D 7 À q H < ¨ � À ¨ D Û À H q H ¨v£ � S M L D S M º Pil vientÐ ; ¬ S L ; Z ¨ < \¨ y ¨ & D � r � ¨ 2 A G7ÜÛÊÝÈ< � � S L x 7 � S L < b É � x 7 � S L ��M\<�g7 D ] � s 7 � ¨ < S M L qsr Þ < ¨� S L ��M x 7 � S L < b É � x 7 � S L ��M\<�g7 D ] q s 7 � ¨ < S M L � r Þ < ¨ � u QY�ÓÖ�× U
Le calculdel’intégraleprécédentesefait enséparantla partieréelleet la partieimaginaire.x��U 
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Pour le calcul de la partie imaginaire,il est plus facile de faire l’intégration sur � ¨ avant

l’intégrationsurl’impulsion dansl’équation(L.1). Utilisant

2 4� �
init

A^7 � ¨ < s`Á 7 � ¨ < É7 D ] u s 7 � ¨ < S M L z r Þ < ¨ D z ÉS M L ÉD ] u S M L z r Þ qXW t És 7 � ïnit
< u P

l’intégrationsur � del’équation(L.1) donne

r±°�²� �
init ³´ � ¨�µ s Á ´ � ¨¶µ Ðv· ¬ S¶¸ ; Z ¨ <�\¨ y ¨ &¹ � ¨ ° ³»º´ ÛÊÝ µ � x ´ � S¶¸ µ b É � x ´ � S¶¸ ��¼ µ gS ¼ ¸ � S¶¸D¾½ � S ¼ ¸À¿�Á Þ ¿ S¶¸ ��¼D¾½ ¿ÂS ¼ ¸ � Á Þ �IÃ

La partieimaginairedesconstantesderenormalisations’écrit alorsÄ±Å ´ Q ¨�Æ ¨ ¿ U � ¨ �¨ µ ¹ �vÇ � ¨ ° ³»º´ÉÈ Ç µËÊ x ´ � S¶¸ µ x ´ S¶¸ ��¼ µS ¼ ¸ Ì S¶¸�Í ´ DÎ½ � S ¼ ¸ µ � S¶¸ ��¼ Í ´ DÎ½ ¿ÂS ¼ ¸ µÐÏ{Ñ
oùnousavonsutilisé la représentationdela distribution deDirac

Í ´¯ÒIÓ«Ô µ ¹ÖÕÇØ×�Ù �ÚËÛ ² Í´¯ÒÜÓ«Ô µËÝ ¿=Í Ý Ã
Enomettantle termederenormalisationdela fréquenceduphotondutype Þ ²àß ´âáã µ9ä ½ dansl’Ansatz
choisien(7.31),nousavonschoisidenetraiterquel’interactionstatiqueä ½ ¹å . Parconséquent,
onpeutposerä ½ ¹å dansleséquationsd’évolution. Il vientalorsÄ±Å ´ Þ Ý Æ Ý ¿oæ
ç ÝlèÝ µ ¹ Çêé Ý ° ³»º´ÉÈ Ç µ Êëì´ËÓîí ¸ µ ëì´¯í ¸tï ¼ µ Í ´¯í ¼ ¸ µ Ã
LesdistributionsdeHeavisideet deDirac imposentlesconditionssuivantessurl’impulsion º .ðñóò º ÝõôVö÷Ýø Ñº Ý ¿ È�º Æ ¿ Æ Ýõù ö Ýø ÑÈ�º Æ ¹ Ó Æ Ý Ã
Cesconditionsne sontjamaisvérifiées.Ainsi, les constantesde renormalisationÞ Ý et æ Ý n’ont
pasdepartieimaginaireà l’ordre d’uneboucle.ú_û�ü�ý�þ.ÿ�ü��»ÿ����¯ÿ

La partieréelledel’intégraledans(L.1) sesimplifiesi l’on remarquequel’échangeº � º ¿ Æpermetd’annulerlesproduitsdefonctionsdeHeaviside.Il restepourla partieréelle���
	 Á��� ´�� Ý µ�� ·�� í ¸���� Ý����Ý�� Ý ���¹ �� ´�� Ý µ é Ý ° ³ º´ÉÈ Ç µ Ê
� í ¸ ëì´ËÓví ¸ µ´ ä ½ Ó � ´�� Ý µ í ¼ ¸ µ Ý%Ó í ¸tï ¼ ëì´ËÓví ¸ µ´ ä ½ ¿ � ´�� Ý µ í ¼ ¸ µ Ý"! Ã#%$&$
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Lorsqueä ½ ¹ å , le termeprécédents’écrit

Ó é Ý �  ´�� Ý µ� ´�� Ý µ Ý ° ³ º´ÉÈ Ç µ Ê ë ´ËÓîí ¸ µí ¼ ¸ ¹ È?] é Ý �  ´�� Ý µ� ´�� Ý µ Ý ° ³»º´ÉÈ Ç µ Ê ëì´ ö
ø Ó_^ µÈ�º Æ ¿ Æ Ý¹ �  ´�� Ý µ� ´�� Ý µ Ý È?] é Ý´ÉÈ Ç µ Ý ÕÈD` °badc² ^ ³R^ ×CeYffff ^ ¿ `%g�ÈÓh^ ¿ `%g�È ffffetpermetd’écrire

Ó ��� � ÕÈji%kYl ´ Þ Ý Æ Ý ¿Væ ç ÝlèÝ µ � ¹ �  ´�� Ý µ� ´�� Ý µ Ý ] é Ý ö øm Ç Ýnpo ÕÈ ö ørq ö ÝøÈD` ×CeYffff ö
ørq `%g�ÈÓ ö ørq `%g�È ffff Ó ` s ×CeYffff ö

ørq `%g�ÈÓ ö ørq `%g�È ffff
tvu
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